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Chapitre 1

Sur les nombres

1.1 Les nombres entiers

1.1.1 Définitions et notations

On note
N={0,1,2,3,...} I’ensemble des entiers naturels ;
Z=A{...,-3,—-2,-1,0,1,2, 3, ...} Densemble des nombres entiers relatifs.

1.1.2 Démonstration par récurrence

On utilise ce type de démonstration lorsque ’énoncé a démontrer dépend d’un parametre

n € N.

Soit P(n) un énoncé dépendant de n € N et ayant un sens pour tout n > ng € N (souvent

no = 0 ou 1). La démonstration par récurrence de P(n) comporte 2 étapes, la seconde

possédant 2 variantes :

1) On montre d’abord que le résultat est vrai pour n = ng.

2) On démontre ensuite, en admettant que le résultat est vrai pour n > ng, qu’il reste vrai
pour n + 1. On montre donc I'implication

P(n) = P(n+1) v

Z ng
k

n
Variante 2’) On admet le résultat pour tout k tel que ng < k < n et on le démontre pour

n + 1. On démontre donc, dans cette variante, I'implication
[P(k) VkE{no,no—i-l,...,n}] - P(n+1).
Exemples 1.1.
(a) Montrons que
1
S(n)—1+2+3+---+n—n(n;) Vn > 1.

1) L’affirmation est vraie pour n =1 car 1 = %
2) Supposons la formule vraie pour n > 1 et montrons-la pour n + 1.

n(n+1) +n+1:n(n+1)—;2(n+l)

Sn+1)=142+34+---+n+(n+1)=

n*+3n+2 (n+1)(n+2)
2 - 2
ce qui montre que la formule reste vraie pour n + 1.
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(b) Démontrons la formule suivante :

2

1
Sn)=1+2>+3*+---+n = gn(n+1)2n+1).

1) La formule est vraie pour n =1 car 1 = %1 -2 3.
2) On suppose que la formule est vraie pour n. Alors

1
1+22+32+---+n2+(n+1)2:6n(n+1)(2n+1)+n2+2n—|—1

=%n(n+1)(2n+1)

1
= (n(n+1)(2n + 1) + 6n* + 12n + 6)

1 1
=5 (2n® +9n* + 13n +6) = 6(n+ )(n+2)(2n+3)

ce qui démontre la formule pour n + 1.

1.1.3 Nombres premiers

Définition 1.2. On dit qu’un entier n € N est premier s’il est > 2 et qu’il n’est divisible
que par 1 et par lui-méme.

Exemple 1.3. 2, 3, 5, 7, 11, ... sont premiers alors que 0, 1, 8, 9, 16, 22 ne le sont pas.

Théoreme 1.4. Tout nombre naturel n > 1 s’écrit de maniére unique comme produit de
nombres premiers, i.e.

n=pi'py-pr
ou p1 < pa < -+ < pr Sont des premiers uniques et les e; sont des entiers > 1 également
uniquement déterminés par n.
De plus, les nombres premiers py, pa2, -+ , Pn Sont les uniques nombres premiers divisant n.

DEMONSTRATION : (par récurrence)

Ici, le début de la récurrence est ng = 2.

1) Si n = 2, alors le théoreme est vrai car 2 est premier.

2’) Supposons ’énoncé vrai pour tout entier k tel que 2 < k < n et considérons n + 1.

Si n + 1 est un nombre premier, alors 'affirmation est vraie.

Sinon, on an+1=md avec 1 < m,d < n. Par hypothése de récurrence, le théoréeme est
vrai pour d et m. Ainsi

d=py'ps’...py7
m=q'e’ ...
et donc n+ 1 =p{'ps?...pSrqitqs? ... g5 o les p; et les ¢; sont des nombres premiers.

L’unicité de cette décomposition est admise sans preuve ici.

Théoréme 1.5 (Euclide). Il existe une infinité de nombres premiers

DEMONSTRATION :
Supposons, par ’absurde, qu’il existe un nombre fini n de premiers et notons-les p1, pa,
. .Pn- Soit

N =pip2---pn+ 1.

Par les théoremes précédents, il est alors divisible par un nombre premier c’est-a-dire qu’il
existe un p; qui divise N. Mais comme p; divise également le produit pips---py, il doit
diviser aussi la différence, c’est-a-dire N — p1ps - --p, = 1 ce qui est absurde. Il existe donc
une infinité de nombres premiers.

d
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1.1.4 La formule du binéme
Définition 1.6 (Coefficients binomiaux). On pose, pour tout n € N et pour tout k < n, k €
N.
(n) n! nn—1)Mn-2)---(n—k+1)
kN ’

k n—k)  k(k—1)(k—2)---2-1

Remarque 1.7. Par symétrie de la définition, on a toujours

4 4! 4 4! 5 5-4
Exemple 1.8. <2> = 591 6 <3> =50 = 4 <2> =5 = 10

Propriétés : On a, entre autres,

()0
2 <1> - (nﬁ1> — 1 pour tout n > 1.
3, (Z) + <k " 1) - (”'k”> (cf. exercices)

Le triangle de Pascal

Les formules 1-3 ci-dessus permettent de construire le triangle de Pascal.

Les coefficients binomiaux sont utiles pour calculer (a + b)™ :

Théoréme 1.9 (Formule du binéme). Soient a,b € R et n € N. Alors

(a+b)" =a" + <T>a”_1b + (Z)a”—QbQ + ..+ <nil>abn‘1 + b

En particulier, on a
(a+0)* = a® + 2ab + b*
(a+b)3 = a® + 3a®b + 3ab* + b?
(a+0)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*
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DEMONSTRATION : Par récurrence :
1) La formule est clairement vraie pour n = 0 et 1.
2) Supposons la formule vraie pour n > 1 et montrons-la pour n + 1.

(a+b)" = (a+b)(a+b)" = (a+Db)- i (Z) a"kp*
k=0

=a (Z) av ek o+ b (Z) aFpk
k= k=0

1 1 1 1 1
— ("t a4 nt ab + nt a4 nt ab” + m pntt
0 1 2 n n+1

(par la propriété 3 ci-dessus)
n+1

1
_ Z (”;‘ >an+1—kbkz.
k=0

1.2 Les nombres rationnels

On définit m
Q:{ﬁ; m € Z,n € L*}

avec ’équivalence

m m

— = — < mn =m'n.
n n
C’est I'ensemble des nombres rationnels.
Dans Q, les 4 opérations sont toujours possibles a I’exception, bien sur, de la division par

0. On dit que Q est un corps.

Probleme : il existe des longueurs dans le plan ne correspondant a aucun nombre rationnel.
En effet considérons la diagonale du carré de coté égal a 1. Alors par Pythagore, sa longueur
c doit satisfaire ¢2 =1+ 1 = 2, donc ¢ = v/2. Or

Proposition 1.10. Le nombre v/2 n’est pas rationnel.

DEMONSTRATION : Supposons, par ’absurde, qu’il existe p, ¢ € Z avec v/2 = P et supposons

que la fraction est réduite, c’est-a-dire que p et g sont premiers entre eux (pged(p,q)=1).
En élevant au carré, on obtient

P,

= =
q
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ce qui donne 2¢% = p?. L’entier p? est donc pair ce qui signifie que p I’est aussi. Donc p = 2p’
et alors on a

En divisant par 2, on obtient ¢> = 2p/® ce qui montre que ¢ est également pair ce qui

contredit le fait que la fraction est réduite. Donc v/2 ¢ Q .

O
De ce fait on introduit

1.3 Les nombres réels

1.3.1 Introduction

On note R I'ensemble des nombres réels. On peut 'voir’ les nombres réels comme toutes les
longueurs géométriques obtenues le long d’une droite.
Représentation :

Exemples 1.11. Les nombres v/2, V/2, v/5, 7, \/7, e, €2, In(5) sont tous des nombres réels
non rationnels.

L’ensemble R est un corps, totalement ordonné, archimédien, complet :

— totalement ordonné : on peut toujours comparer 2 réels r et u; soit v > r, soit u < r,
soit u = r.

— archimédien : pour tout couple (x,y) de nombres réels, il existe un entier n € N tel que
nr >y

— complet : cf. chapitre 2.

Notation 1.12.

r € |a;b <= a <r < b intervalle ouvert
r € [a;b) <= a <r <b intervalle fermé

~X
r €la;b) <= a <r <b intervalle semi-ouvert

Définition 1.13. Sir € Ret r € Q, alors r est dit irrationnel.

Exemples 1.14.
7 (transcendant) V2 (algébrique).

Proposition 1.15. Considérons le nombre VN ot N € N. Alors

VN €N si N est un carré dans N
VN ZQ sinon.

La démonstration est une généralisation de celle faite pour démontrer que v/2 est irrationnel.
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1.3.2 Développement décimal

Théoréme 1.16. Soit r un nombre réel. Alors v est rationnel si et seulement si son
développement décimal est périodique.

DEMONSTRATION :
Montrons d’abord que si r est rationnel, alors son développement décimal est périodique.
Soit r = 7*. On peut supposer m < n. Alors

m
r=— =20,cicoc3eq...
n

ou les ¢; sont obtenus par une division euclidienne. Les restes successifs r; sont toujours
< n. Apres au plus n divisions, on retrouvera donc un reste r; égal a un reste précédent r;
et le processus de division devient périodique.

Le développement devient donc périodique a partir de la décimale ¢;. Notons que la longueur
de la période est au plus égale a n.

Exemple 1.17.

Montrons la réciproque. Soit
r=didsy...dy,,e1€s...€.CiC3...Cp

un nombre réel dont le développement décimal est périodique. On va montrer que r € Q. Il
est clair que le nombre dids .. .d,,,e1es. .. ¢, est rationnel. Il suffit donc de montrer que

s=0,c1ca...¢p,
est rationnel. Posons N = cjcy...¢,. Alors

10"s = cico...cpn,CiC2 .- Cn

s = 0,c1¢c2 ... ¢y
En soustrayant la seconde ligne a la premiere, on obtient

(10" = 1)s=cica...chn =N

et donc
N
SRR
O
Exemples 1.18.
1) Soit r = 0, 34526.
s =10,526, N = 526, n = 3.
Alors
526 526
S=—— = —
103 -1 999
et

34 526 8623

"= 100 T 99000 ~ 24975
2) Soit s = 0,13. Alors N =13, n =2 et

13 13
102—1 99
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1.3.3 Majorants et bornes supérieures

Dans cette section, S désignera soit QQ soit R et A sera un sous-ensemble non vide de S.

Définition 1.19. A est dit majoré (resp. minoré) dans S s’il existe s € S tel que a < s
(resp. a > s) pour tout a € A.

L’élément s € S est appelé un majorant (resp. un minorant) de A.

Le sous-ensemble A est dit borné s’il est a la fois majoré et minoré.

Remarques :

1) L’élément s n’appartient pas nécessairement a A.

2) Si A possede un majorant, alors il en possede une infinité. En effet, si s est un majorant
de A, alors tout t € S tel que t > s est aussi un majorant.

Définition 1.20 (Borne supérieure ou supremum). Un majorant s de A est appelé la borne
supérieure ou supremum de A s’il est le plus petit des majorants, c¢’est-a-dire si, pour
tout autre majorant s’ de A, on a s < 5.

On note alors s = sup A.

Si A n’est pas majoré, on pose sup A = oo

Définition 1.21 (Borne inférieure ou infimum). Un minorant s de A est appelé la borne
inférieure ou infimum de A s’il est le plus grand des minorants.

On note alors s = inf A.

Si A n’est pas minoré, on pose inf A = —o0.

Remarque : Si le supremum (resp. I'infimum) existe, il est unique.

Remarque : Si le supremum (resp. l'infimum) de A appartient a A, on dit que c’est le
mazximum (resp. le minimum) de A et on le note max A (resp. min A).

Exemple 1.22. soit A =]0;1], S=R alorssupA=1=maxAetinfA=0¢ A

Propriétés des nombres réels

(C) Dans R, tout sous-ensemble (non vide) possede une borne supérieure et une borne
inférieure.

Remarque : Cette propriété n’est pas vraie dans Q :
Exemple 1.23. Considérons le sous-ensemble de Q
A={zcQl2? <2}

C’est un sous-ensemble borné de Q car, par exemple, % est un majorant de A et —% est un
minorant de A. Mais il ne possede ni de borne supérieure ni de borne inférieure dans Q.
En revanche, si on considére A comme sous-ensemble de R, alors la propriété (C) ci-dessus
assure l’existence d’une borne supérieure r = sup A et d’une borne inférieure s = inf A. On
montre alors facilement que r? = s? = 2 et donc que

supA =2 et inf A = —V2.
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1.4 Les nombres complexes

1.4.1 Définition et propriétés

Dans R,
e 4 opérations possibles;
e toutes les racines n-iemes de tous les nombres positifs existent.

MAIS /—1 n’existe pas dans R. Ou autrement dit, le polynome X2 + 1 est irréductible
dans R.

On introduit alors le nombre ¢ défini par

i?=—1

et 'ensemble des nombres complexes est alors

C:={a+0bi;abeR}

Exemples 1.24.
14314 V2 —mi 4, V5, 2 %i, 1— %i sont des nombres complexes.

Terminologie

Soit z = a + bi un nombre complexe. Le nombre réel a est appelé la partie réelle de z et
est noté Re(z).

Le nombre réel b est la partie imaginaire de z et est noté Zm(z).

Sib=0, z est réel.

Si a =0, alors z est dit imaginaire (pur)

On définit les 4 opérations dans C de la maniere suivante :

Addition :
z1=a+bi 29 =c+di

21+ 2= (a+bi)+ (c+di) =(a+c)+ (b+d)i
Opposé :

Si z = a + bi, alors
—z = —a — bi.

Exemples 1.25.
14+i)+B—-4)=01+3)+(1—-4)yi=4-31

(\/§+\/§z‘)+(1+gi)=\fz+1+(\/§+g)i
(2—i)—(1+4i)=2—-1—i—4i=1-5i
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Multiplication :
Sizi =a+bietzyg=c+ dialors
21 - 2 = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi? = ac — bd + (ad + be)i
car i% = —1.

Inverse :

Tout nombre complexe z # 0 a un inverse : si z = a + bi alors

1 a— b a b

;_a2+b2_a2+b2_a2+b22

Vérification :
Z.lz(awi)‘ a— bi :(a+bi)(a—bi):a2—abz’+abi—b2i2
z a? + b2 a? + b2 a? + b2
7(12—0—1)271
a2+

Donc, en ajoutant simplement a R le nombre 7 et tous les nombres de la forme a + bi, on
obtient un corps : les 4 opérations sont possibles.

ATTENTION : C n’est pas ordonné : z; < zo n’a aucun sens!!!!!

Propriétés dans C

1. Commutativité : 21+ 20 =29+ 21
2122 = 2221
2. Associativité : (21 + 22) + 23 =21 + (22 + 23)

z1(z223) = (2122)%3

3. Distributivité de 'addition
par rapport a la multiplication : 2 - (22 + 23) = 2122 + 2123

1.4.2 Représentation dans le plan, module et argument

Soit z = a + bi un nombre complexe. On peut lui associer le point P,(a; b) du plan.

Définition 1.26. Soit z = a + bi.
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Le module de z est le nombre réel |z| = r = va? 4+ b? (toujours > 0).

L’ argument de z est le nombre réel arg(z) = 6 défini par les deux égalités :

cosf=——2 =L
Va2 +02 |7
smp=———2 =L
Va2 +b2 7|

b b
ATTENTION : On a tan(f) = — mais 6 n’est pas toujours égal & arctan <>
a a

Exemples 1.27. 1) z = =2 4 6i +— P,(—2,6)

= V275 6 = VD

arctan(6/ — 2) = —1.249 Mais 6 = —1.249 + 7 = 1.893.

2) z=—-6 — P(—6;0)

r=lz|=6

arg(z) = .
3) z=3i — P(0;3)

r=lz| =

arg (=) =

NN,
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1.4.3 Conjugué complexe

Si z = a + bi, on définit

On a alors
2Z=(a+bi)(a—bi)=a®— (bi)? =a®+b* = |z~

Quelques propriétés

1 z
1) 2z = |2|? = PR EE
2)z=12 ; ztw=z+w
3) I2l=lz[ ;  arg(z) = —arg(z)
4) z4+2z2=2a ; z—7Z=2bi
5) 22 = (%)% car

(a+bi)? = a% — b2 + 2abi = a® — b* — 2abi = (a — bi)> = (a+ bi)".

Conséquence : ZW=7Z W

En effet, d’une part
z+w)?l=GCFw?=zZ+w0)?=72>+2z 0w+ w0

et d’autre part

(z+w)?2 =22 + 22w + w2 = Z° + 22w + W°.

Donc 2Z - w = 2zw ce qui implique zw = Z - w.

6)
zw| = |2] - [w]
Le module d’un produit est égal au produit des modules.
DEMONSTRATION :
|zw|? = 2w - ZW = 2wFW = 2ZWTW
= |2l [w]? = (|2[Jw])?

Comme tout est positif, on a encore |zw| = |z||w|.
Corollaire :

1 1

e

w| _ |wl

2l e

11
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7) Inégalité du triangle :
2+ w| < 2]+ [w]

DEMONSTRATION :
On a d’abord

2| = Va2 + 02> Va2 =|a| > a=Re(z). ()
Alors

|z +wf* = (z+w)(z+w) = (2 +w)(Z+)
=ZzZZ+ 2w+ wz + ww
= |2? + 2w + Wz + |w|?
= |2)? + |w|* + 2Re(2w)
par (*) < |z|* + |w|* + 2|21
= |2? + |w]® + 2[z[Jw] = (|z] + [w])*.

Donc |z + w| < |z| + |w].

1.4.4 Forme trigonométrique

Soit z = a + bi et r = |z| et § = arg(z).

On a a =rcos(f) et b =rsin(f). Donc
z=a+bi = rcos(d)+rsin(d)i = r(cosf+isind).
Le nombre z est entierement déterminé par son module et son argument. On note alors
z=[r;0] = r(cosf +isin0h)
C’est la forme trigonométrique de z.
Exemples 1.28. 1) z = —6 = [6; 7]
2) z=—2+ 6i = [/40;1.8925]
3) z=3i=[3;7/2].
Produit et inverse sous forme trigonométrique
Soient
z1 = [r1;61] = r1(cos 1 +isinby) et 29 = [rg; 03] = ra(cosfy + isinby).
Alors

2122 = r1ra(cos 01 + isin 0y )(cos Oz + isin b)
= 1172 [(cos 01 cos Oy — sin 6 sin ) + i(cos B2 sin Oy + cos 61 sin 6s)]
=T1T2 [COS(el + 92) + isin(@l + 92)] .
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Donc |z120| = rire = |21]|22] et arg(z129) = 61 + 02 = arg(z1) + arg(z2)

Ainsi

I’argument d’un produit est égal a la somme des arguments.

Il s’ensuit que

arg C) ~arg (@) ~ arg (,;2) + arg(z) = 0 — arg(2) = —arg(2),

On en déduit

arg (2 ) = arg(en) + g () = avge) — argea)

En résumé
1. [r1;01] - [r2; 02) = [r17r2; 61 + 62]
2.

[ri;64] _ [r.,
[ro;0] 7“2’01 b2

3. 2" =[r;0]" =[r";n- 0
(144)°

(1—4)7"
Onal+i= [\/i,%] et 1—1i= [\/5,—%] Alors

Exemple 1.29. Calculons z =

V2 —m/4T (V2 —Trja) 8V2—Tm/4]
= [2;47] = [2;0] = 2.

V2 ;91 /4 — (=Tm/4)

V2im/4°  [V2i9m/4]  [16V/2;97/4] [16\@

Applications :
Soit z = [1; 0] = cos(0) + isin(h).

Alors
2" = [1";n0] = [1;n0] = cos(nh) + isin(nd).

Donc

(cos(f) + isin(f))" = cos(nf) + isin(nd) Formule de Moivre
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En particulier, si n = 3, on trouve
cos(30) + isin(36) = (cos 0 + isin §)>
= cos® 0 + 3i cos? 0 sin 6 + 3i? cos fsin? 0 + i3 sin® 6
= cos® § — 3cosAsin® 6 + (3 cos® O sin § — sin® 6)

On en déduit les formules trigonométriques pour le triple d’un angle :

cos(36) = cos® § — 3 cosfsin? 0
sin(36) = 3 cos? fsin @ — sin® 0

Remarque 1.30.

1. z = 0 n’a pas de forme trigonométrique car son argument n’est pas défini. En revanche
|0] = 0.
2. L’argument n’est défini qu’a un multiple de 27 pres. Ainsi

[r;0] = [r;0 + k - 27] ke Z.
3. On verra au chapitre 2 que ‘
[r: 6] = re®.
1.4.5 Similitude du plan complexe

On peut faire correspondre a toute similitude du plan complexe une opération
algébrique dans C.

(I) Translation de vecteur ( Z > +— Addition du nombre w = a + bi.

(IT) Homothétie de rapport r € R <—  Multiplication par w = r.

(III) Rotation d’angle ¢ <—  Multiplication par le nombre w = [1; ¢] = cos ¢ +isin .
En effet, si 2 = [r; 0] alors z - w = [r; 6 + ¢
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(IV) Symétrie d’axe Oz  <+—  prise du conjugué : z — Z.

(V) etc....

1.4.6 Racines n-ieme d’un nombre complexe

Soit z = [r; 0] un nombre complexe (donné sous forme trigo) et n un entier > 1. On cherche
tous les nombre complexes w tels que

w" =z racines n-iéme de z.

Les w sont donc les solution (dans C ) de I'équation X™ — z = 0.

Posons w = [s; ¢] et déterminons s et ¢. On doit avoir
[s; 0" = [r; 6]

donc
[s";neg| = [r;0 + k - 27] ke Z.

Ceci donne le systeme

st=r
np=0+k-2r keZ

dont les solutions sont données par

s=Ur
2
o=k hez
n n

Il y a donc exactement n racines n-ieme de z distinctes données par

0 2
wk—{(lfin-i—ks} k=01,2,...,n—1

En résumé, on a la formule suivante pour tout ¢ € Q :

[r; 0]7 = [r?; q0 + kq27] kel

Exemples 1.31.

1) z =1 = [1;0]. Les racines n-ieme de 1 sont
2 2
U%:[Vio+kw]:[kkﬁ] k=0,1,2....,n—1.
n n

(On awp=1[1,0]=1)
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Les wy, sont sur les sommets d’'un n-gone régulier.
Les wy, sont les racines (les zéros) dans C du polynéme X™ — 1.

2) Sin =3 dans 'exemple 1) ci-dessus, alors on a

w():l
2 2 2 1
wy = [1;%] :1(cos§+isin§): —2+\é§i =:j
2 4 4 | .
we = [132- 5 :1(cos;+isin;):—2—\é§i::j

On peut vérifier directement par calcul que

Ainsi, dans C, le polynéme X3 — 1 se décompose en
X-1=(X-DX2+X+1)= (X —-1)(X —j)(X —7).

Cas particulier : racines carrées (n=2)
Le nombre complexe z = [r, 6] a deux racines carrées qui sont données par

wo = [V ]
wlz[\f;g—l—ﬂ]:—wg.

Dans ce cas précis des racines carrées, on peut également résoudre le probleme sans passer
par la forme trigonométrique . En effet, si z = a 4 bi est donné, on cherche w = u + vi tel
que w? = z, i.e

(u+ vi)* = u® —v* + 2uvi = a + bi
ce qui donne le systeme

UQ—’UQZCL

2uv =0 (*)
u? +v?2 =va2+b2  car 7|/z| = /|2]”

Exemples 1.32.
1) Cherchons les 2 racines carrées du nombre z = 3. On résoud le systeme (*)
u? —v?2 =0
2uv =1
u? +v? =1
ce qui donne u = :l:\/5 et donc v = u.

. . 1 I 1 L.
Les 2 racines carrées de 7 sont ﬁ + ﬁz et —ﬁ - ﬁz.
2) Trouver les 2 racines carrées de z = 3—4i. On a |z| = /9 + 16 = 5 et arg(z) = —0.92729.
Ainsi
z = [5;—0.9273]
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et donc
0.9273 0.9273 0.9273
woz[\/g;— ]:ﬁ-[cos — +isin | — }:2—2'.
2 2 2
Et alors w; = —wg = —2 + 1.

Pas de choix canonique.

ATTENTION La notation /z est & éviter. Exemple :

1=V1i=/(-1)(-1)=v-1V-1=i-i=—-1

1.5 Polynomes et racines

1.5.1 Définition et division euclidienne

Soit X une indéterminée ou variable. Alors P(X) = a, X" + apn 1 X" + -+ a1 X + ag
avec a, # 0 est appelé un polynéme de degré n. On note n = deg(P). Les nombres aj sont
les coefficients du polynome. Ils peuvent étre réels ou complexes.
Deux polynomes sont égaux si et seulement s’ils sont de méme degré et que leurs coefficients
sont égaux.
On dit qu’un nombre (réel ou complexe) zg est une racine de P(X) si P(zp) = 0 autrement
dit si

anzy + -+ a1z +ap =0.

Division euclidienne

Soient P(X) et D(X) deux polynomes. Alors il existe 2 polynéomes Q(X) et R(X) avec
deg(R) < deg(D) tels que
P(X)=D(X)Q(X)+ R(X).

Le polynéme R(X) est le reste de la division de P(X) par D(X).

En particulier si D(X) = X — zo (degré 1) alors
PX)=Q(X)(X —2z)+R ReR

avec P(z0) =0 R=0.
En résumé, un polynéme possede zy comme racine si et seulement s’il est divisible par

X—Z().

Corollaire 1.33. Un polynéme de degré n posséde au plus n racines.

1.5.2 Théoréme fondamental de 1’algebre

Le corps C des nombres complexes joue un role capital dans l'existence des zéros d’un
polynoéme & cause du théoreme suivant :

Théoréme 1.34 (Théoréeme fondamental de 1’algebre). Tout polynome P(X) de degré > 1
a coefficients dans C a (au moins) une racine dans C.

Sans démonstration.

En utilisant la division euclidienne, on peut formuler ce théoreme ainsi :

Tout polynome a coefficients dans C se factorise en un produit de polynémes de degré 1.
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Polynéme a coefficients réels

Proposition 1.35. Soit P(X) = ap X" + --- + a1 X + ap un polyndéme a coefficients
réels : ay € R. Si z € C est un zéro de P(X), alors Z l’est aussi.

DEMONSTRATION :
On a par hypothese P(z) = 0, c’est-a-dire

anz" + - +a1z+ag=0.
En prenant le conjugué des deux cotés de cette égalité, on obtient
@.5"4_..._{_@*1.34_@*0:0,

Mais comme les aj sont réels, on a @ = ai pour tout k£ et donc a,z" + -+ + a1z + a9 =0
ce qui montre que P(Z) =0
O

Corollaire 1.36. Tout polynéme a coefficients réels se factorise en un produit de polynomes
du premier ou du deuzriéme degré.

DEMONSTRATION :
Soit P(X) un polynome réel. Par le théoreme fondamental de I’algebre, il se factorise dans
C en produit de facteurs du premier degré :

P(X) = H(X — %) (n = degré de P).
i=1

Si z; n’est pas réel, alors z; doit aussi apparaitre dans cette décomposition par la proposition
précédente. En multipliant les 2 termes

(X —zi) et (X —7z)
on obtient le polynome
X2 - (5 +Z)X 427 = X2 = 2Re(2) X + |z

qui est a coefficients réels.

1.5.3 Equations du second degré

Les solutions de 1’équation aX? + bX + ¢ = 0 sont données par la formule :

—b+Vb? — dac

2a

212 = avec a,b,c e C.

1.5.4 Equations de degré 3

Soit X3 +aX? 4+ bX +¢=0. En posant Y = X + 3, on se ramene a une équation de la
forme
Y3 4+pY +¢=0.

2 3
On pose alors R = <7) + (7> . Trois cas peuvent se présenter :
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e R > 0. Alors on pose

v:f/—%—k\/ﬁ et w:f/—%—\/}»%

et les 3 solutions sont

Yi=v+w (réelle) Yo3 = _ z e _2 VLR (complexes)

e R =0. Alors il y a deux racines réelles dont une est double :

Y1 = /—4q et Yo3 = f@

3
e si R <0, on pose S = —% et cosf = —%. Les 3 racines réelles sont alors données
par la formule :

Y, = Q\B/ECOS(M%) k=0,1,2.

Exemple 1.37.
Considérons I'équation X3 —21X? 4+ 123X — 247 = 0. En posant Y = X — 7, on obtient

(Y 4+7)% = 21(Y + 7)* +123(Y +7) — 247 =0
ou encore
Y3 —24Y — 72 =0.

Alors p = —24 et ¢ = —72 ce qui donne R = (—36)% + (—8)> =784 > 0 et VR =28. On a
alorsv=4et w=2cequidonne Y1 =v+w==6et Yo3=-3& V/3 - i. Les solutions sont
alors

X1 =Y1+7=13 et Xog =Ya3+7=4+V3i

Remarque générale
Il faut noter que le théoreme fondamental de I'algebre ne donne aucune méthode pour cal-

culer les racines d’un polynéome quelconque.

Galois et Abel ont méme démontré qu’il n’existe aucune formule générale pour un polynéme
quelconque de degré > 5.






Chapitre 2

Suites réelles et séries numériques

2.1 Suites réelles

2.1.1 Définitions

Définition 2.1 (Suite). Une suite réelle est une suite
ai, a2, a3, a4, ...

de nombres réels, 'indice parcourant tous les nombres entiers. Ce n’est donc rien d’autre
qu’une fonction
a:N"— R

ou 'on note a,, plutét que a(n). L’élément a,, est appelé le terme général de la suite qui est
défini en fonction de n.
La suite, c’est-a-dire 'ensemble de tous les termes, est notée {ay}.

Exemple 2.2.

1. La formule
9n — 20
ap = ———
n n2
définit une suite dont les premiers termes sont

1 7
a1:—11, CL2:—§, CL3:§7 a4:1, a5:1,...

On peut reporter les valeurs a, sur la droite réelle. Les points obtenus sont appelés les
points ou les nombres de la suite.

Définition 2.3.

1. Une suite est constante si le terme général ne dépend pas de n.
Par exemple la suite définie par a, = /3 est constante.

2. Une suite {ay, } est bornée si tous les points de la suite se situe dans un intervalle [—A/; M]
pour un M € Ry. Autrement dit si |a,| < M pour tout n € N*.

Exemple : La suite définie par a,, = % est bornée car |a,| < 1.

21
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3. Une suite {a,} est croissante (resp. décroissante) si & partir d’un indice n > N, on a
toujours
(pt1 = A (resp. an+1 < ap)

Exemple : reprenons I'exemple ci-dessus

9n — 20
ap = T
Alors
9(n+1)—20 9n—20
a —ay = —
n+1 n (TL n 1)2 n2
~9n® 4 9n? — 20n? — 9n® — 18n? — 9In + 20n? + 40n + 20
N n?(n+1)2
~ —9n® +31n+20
T n2(n+1)2
(n—4)(9n + 5)
= — W20 1 1)2 <0 pour tout n > 5.
La suite est donc strictement décroissante.
4. On dira "presque tous les points d’une suite” = "tous les points sauf un nombre
fini.” = ”tous les points & partir d’un certain indice”.
C’est plus fort qu’une ”infinité de points” !!
Exemples :
1000

1) a, = 5+ —— : presque tous les points sont < 6.
n
2) a, = y/n : alors presque tous les points sont > 10%.
n
3) an, = 1253 : on ne peut pas dire ”"presque tous les points sont non entiers” car il y a
une infinité de n pour lesquels a, € N.
2.1.2 Convergence d’une suite
Définition 2.4 (Voisinage). Soit € > 0 un nombre réel et a € R. Alors U'intervalle
la—€a+ ¢

est appelé un e-voisinage de a et est noté ve(a). C’est donc I'ensemble des z € R tels que
|z —al <e.

Définition 2.5 (suite convergente). On dit qu’une suite {a,} converge vers a si tout
e-voisinage de a contient presque tous les points de la suite.
Autrement dit, si pour tout € > 0, il existe N = N, dépendant de €, tel que

lan, —al <€ Vn > Ne.

On note alors

lim a, = a.
n—oo
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Exemples 2.6.

1) La suite définie par a, = % converge vers 0. En effet

1 1
la, — 0] < €<= — <e<=n>—.
n €

On choisit donc N, = E(2) et on est assuré que dés que n > N, alors |a,| < €. Donc

lim — = 0.
n—oo N
Remarque 2.7. Pour tout nombre réel r, E(r) désigne la partie entiére de r, c’est-
a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a r. Exemple : F(17.432) = 17.
9n — 20
n2
DEMONSTRATION : Soit € > 0. Alors

an = . Alors lim a, =0
n—oo

9n — 20 In 9
<=

jan = 0] = |~

n

des que n > %. 1l suffit donc de prendre

Soit a, = ¢" avec |q| < 1. Alors

lim a, = 0.
n—oo

DEMONSTRATION : On utilise I'inégalité de Bernoulli :

(I+z)">214nx Vn e N, Vz €] — 1;00[.

DEMONSTRATION DE L’ INEGALITE DE BERNOULLI : On procede par récurrence.

1)Sin=0,onabien (1+2)°=1>1+0-2=1.
2) Supposons que (1 + x)" > 1 + nz et montrons I'inégalité pour n + 1.
1+2)" M =1 +2)"(1+2) > (1 +nr)1+2)=1+nz+z+ na?
=0

> 1+ (n+1)z.

Revenons a la suite a, = ¢" :
Sig=0, on a a, = 0 pour tout n et la suite converge donc vers 0.
Si g # 0, on écrit |q| = ﬁ avec h > 0. Alors

1 = 1 1 1
1+n" '

lan] = I( At h)r STtnh nh

1
Donc |a,| < € dés que nh > % i.e. des que n > i On pose donc N, = E (h) O
€
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4) Montrons que si la suite {a,} (a, > 0) converge vers a, alors {,/a,} converge vers \/a.
On peut supposer a # 0. On a (y/a, — v/a)(y/an + v/a) = a, — a ce qui donne

la, — al la, — al €

Vo —Val= RS v VT

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Exemples 2.8.

1) ap =cos%F. On a

a1:0, a2:—1, a3:0, a4:1, a5:O, a6:—1, a7:0,...

Il y a une infinité de points en —1 mais aussi en 0 et en 1. Il n’y a donc pas ”presque
tous les points en —1”.

2) Soit
an = (=1)7—" <—1>"”“‘1:<—1>”(1— 1 )

n+l n+1 n+1

Si n est pair, on est dans le voisinage de 1. Sinon, la suite est dans le voisinage de —1.
Pas de limite. Les points 1 et —1 sont des points d’accumulation.

Définition 2.9 (Points d’accumulation). Un point a de la droite réelle est un point d’ac-
cumulation de la suite {a,} si tout e-voisinage de a contient une infinité de points de la
suite.

Exemples 2.10.
Dans l'exemple 1) ci-dessus, les points —1, 0 et 1 sont des points d’accumulation.
Dans l'exemple 2) —1 et 1 le sont.

ATTENTION : contenir une infinité de points # contenir presque tous les points (+ fort)

Limite impropre

Considérons la suite

n?+1
a =
" n+1
Apres division euclidienne, on obtient que
2
ap=mn—1 .
" * n+1

Ainsi les a,, deviennent aussi grands que ’on veut lorsque n augmente. On dit que a, tend
vers 'infini.
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Définition 2.11. La suite {a,} tend vers ’infini si pour tout r € R, il existe N, € N*
tel que 'on ait a,, > r dés que n > N, (presque tous les points de la suite sont a droite de
). On note alors

lim a, = co.
n—oo

On a une définition analogue pour la limite vers —oo.

Exemple 2.12. a,, = (—1)"/n. Cette suite ne converge pas, méme pas vers 'infini.

2.1.3 Propriétés de convergence des suites

(I) Toute suite convergente est bornée. En d’autres termes, si {a,} — a, alors |a,| < M
pour un certain M € R.

(IT) Une suite convergente n’a qu'un seul point d’accumulation.
(I11) Si {an} — a et {b,} — b, alors

{aa, + b} — aa + b o, B eR.
(IV) Si{an} — a et {b,} — b, alors {a,b,} — ab. Autrement dit
lim a,b, = lim a, - lim b,
n—oo n—oo n—oo

si ces limites existent.

DEMONSTRATION :

Par (I), il existe M tel que |a,| < M et |by| < M.
Soit € > 0. Posons € = ﬁ Par hypothese,

lan, —a| <€ pour n > Ny(€) et b, — b| < € pour n > Na(€).

Posons N = max(Ny; Na). Alors, pour tout n > N, on a

|anby, — ab| = |an(by, — b) + b(a, — a)
< an(bn — )| + |b(an — a)
<M + Mé =2Mé =e.
Ceci montre que la suite a,b, converge vers ab. O

Exemple 1 : soit a,, = v/n + 1 — y/n. Alors
(Vn+1—+vn)(vVn+1++n) n+1l—mn

Ay, =
Vn+1+yn VnF1+yn

! 1 L n—ee 0-1:0.

IR TN RN 2
n
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Donc lim a, = 0.
n—oo

Exemple 2 : Vp € N*, on a lim V/nP = 1.

n—oo
En effet,
VnP = Yn-Un-- Un.
pﬁﬁS
Donc

lim ¥/nP = (lim Yn)P =17 = 1.

n—o0 n—oo

(V) Si{an} —> a et {b,} — b avec b, # 0 # b alors
a) _ a
bn b’

2
(3n + )(n—i—S). Que vaut li_)m an? (= ). Ona

n24+n+1

Exemple : a, =

2+ 1ln+6 n*GB+L+8) 34046 3
an = 775 =3 1, 1y 1, 1 - =3
n?+n+1 n2(1+5+-5) 145+ 1

(VI) Toute suite monotone et bornée est convergente

Si elle est croissante, elle converge vers a = sup a,.
n
Si elle est décroissante, elle converge vers a = inf a,,.
n

DEMONSTRATION : Faisons la preuve pour {a,} bornée et croissante :

{an} bornée implique |a,| < M.
=—> a = sup a, existe (cf. chapitre 1)
neN*
avec a, < @ pour tout n

. . /
et il existe n' avec a,s > a — €.
Mais {ay,} est croissante. Donc

== Vn >n' Ap = Ayt > A4 — €
—ag—€c<ap<sa<a+te
= |a, —a|] <€ Vn >n' =: N,

= | lim a, = a=sup{a,|n € N*}.

n—o0

(VII) Soit {a,} une suite bornée et {b,} une suite convergeant vers 0.
Alors la suite {apb,} converge vers 0.

1
Exemple : a, = — -sinn. Alors lim a, = 0.
n n—00
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Théoréme 2.13 (Théoreme des gendarmes pour les suites). Soient {an}, {un} et {v,}
trois suites satisfaisant les 2 propriétés suivantes :

(i) il existe No € N avec uy, < an, < vy, pour tout n > Ny ;
(i) lim w, = lim v, = L.
n—0o0 n—oo
Alors

lim a, = L.
n—oo

DEMONSTRATION : Comme lim w, = L, pour tout € > 0, il existe Ni(e) € N tel que

n—oo
—€ < up — L < € pour tout n > Ni. De méme, il existe Na(€) € N tel que —e < v, — L <€
pour tout n > Na. Alors si N(e) = max(Ny, N1, N2), on a pour tout n > N
—e<up,—L<a,—L<v,—L<e

ce qui donne |a,, — L| < € pour tout n > N (e). O

Exemple 2.14. soit a,, = ¥/n. Alors

DEMONSTRATION :

Donc

ce qui implique, en prenant la racine n-ieme :

1 2
1+ — > UYn>1
<+\/ﬁ> vn

Par le théoréme des gendarmes, on a lim /n = 1.
n—oo

an+1
Gn

Théoréme 2.15 (Critere de d’Alembert). Soit {a,} une suite réelle telle que | = lim

n—o0

existe. Alors
1. sil <1, la suite {an} converge vers 0;
2. sil>1, la suite {a,} diverge.

DEMONSTRATION :

a
1. Par hypothese, a partir d’un certain indice NV, on a ‘ ntl

an,

< p < 1. Donc

|ant1| < p-lan]
Par récurrence, ceci implique que
0 < lann| <p" - lan].

Comme p < 1 la suite p™ converge vers 0 (exemple ci-dessus). Le théoreme des gendarmes
implique que

lim |an4n| = lim |a,| = 0.
n—oo n—oo
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Donc lim a, = 0.
n—oo

2. A partir d’un certain indice N, on a

|ans1] = p- |an]

avec p > 1. Donc on a, par récurrence, |anin| = p" - |an].
Ceci montre que ay, n’est pas majorée. La suite {|a,|} diverge donc et a fortiori la suite
{an} aussi.

O
1s . 1000™
Exemple 2.16. Considérons la suite a,, = — On a
n!
an+1|  1000"T1 nl 1000
an | (n+1)11000" n+1

qui converge vers 0 lorsque n — oo. Donc [ = 0. Le critére de d’Alembert implique que

lim a, = 0.
n—0o0

2.1.4 Sous-suites et points d’accumulation

Définition 2.17 (Sous-suite). Soit {a,} une suite réelle et {nj}reny une suite strictement
croissante d’entiers. Alors {ay, } est une sous-suite de {a,}.

On a alors la reformulation suivante :
Un point d’accumulation = la limite d’une sous-suite convergente

Exemple 2.18.

n
Reprenons la suite a,, = (—1)" )
P n=(=1) n+1
Déja vu : 2 points d’accumulation qui sont —1 et 1.

2k _ 2k k—o0

2k +1 _]€2k1+1 oh 1
Sous-suite d’indice impairs : agi_1 = (—1)21‘3_1# = —ﬁ L N

Sous-suite d’indice pairs : agy = (—1)%F

2.1.5 Suites de Cauchy

Définition 2.19. Une suite {a,} est une suite de Cauchy si Ve > 0, il existe N, € N* tel
que
lan, — am| < € Vn,m > N,

Théoreme 2.20. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

SANS DEMONSTRATION.

La réciproque est vraie dans R : toute suite de Cauchy est convergente. On dit alors que R
est complet.
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C’est une propriété fondamentale des nombres réels que ne possede pas Q : on peut trouver
une suite {¢,} de nombres rationnels qui soit une suite de Cauchy mais qui ne converge pas
dans Q (mais bien dans R) (cf. exemple 2.24).

2.2 Suites récurrentes

Définition 2.21. Une suite est dite récurrente si a,+1 est définie a partir de a,, c’est-a-dire
si

ant1 = g(an).

2ay,

Exemple 2.22. a1 =2 et ap41 = . Alors
1+ a,
4 2.4/3 8 16
as = = a3 =———=— ay = —, ete..
273 ST 1443 7 ST

2.2.1 Meéthodes pour trouver la limite d’une suite récurrente
lére méthode
On essaie de se ramener a une suite non-récurrente en exprimant le terme général comme

une fonction de n, a, = f(n), et non plus de a,_i.

Exemple : Dans ’exemple ci-dessus, on constate que

2n
an = 57
On démontre cette formule par récurrence.
1)sin=1, onabiena; = 2 =2: ok.
2) Supposons la formule vraie pour n. Alors
271
2ay, 250
a = = = 2 —1
T Tt 142 |
2n+1 2n+1
T 142n antl 1
On peut alors calculer la limite :
2" 1
lim a, = lim = lim —=1
n—00 n—oo 2" — 1 n—oo | — 2771

2éme méthode

On démontre d’abord que la suite converge et le cas échéant on passe a la limite dans
I’équation an,+1 = g(a,) ce qui donne a résoudre ’équation

a=g(a).

Pour démontrer que la suite converge, on peut en général essayer de démontrer que
(A) la suite est monotone
(B) la suite est bornée
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Remarque 2.23. Toute suite croissante (resp. décroissante) est forcément minorée (resp.
majorée).

Conclusion : pour montrer qu’'une suite croissante (resp. décroissante) est convergente, il
suffit de montrer qu’elle est majorée (resp. minorée).

2an
1+an *

Exemple : Reprenons la suite précédente : a; =2 et apy1 =

On constate d’abord que a, > 0 pour tout n.
(A) On montre, par récurrence, que a, > 1 pour tout n.
1) C’est vrai pour n = 1.

2
2) Supposons a, > 1. On doit montrer que a,4; = n > 1. Or, puisque 1 + a, > 0, on
a 1+a,
2ap,
>1 <= 2a, > 14 ap <= an > 1.
1+ay,

Or ceci est vrai par hypothese de récurrence. Donc a,4+1 > 1.

(B) Montrons ensuite, par récurrence, que la suite est décroissante, c’est-a-dire que
apy1 < Ap -

1) n=1:on a bien as < a1

2) Soit n > 1. Supposons que a,+1 < a, et montrons que a,1+2 < apt1. On a

2an41 2ay _ 20p+1(1 4+ apn) — 2an(1 4+ apt1)
l+apt1 14ay (14 ant1)(1+ay)
Q(Qn—i—l - an)

p— < 0.
(1+ apt1)(1 + an)

Gn42 — An+1 =

La suite est donc décroissante. Comme elle est minorée, elle converge donc.

2a limite 2a
an+1:1+2n a:m<:>a2+a:2a<:>a(a—1):().

Cette équation a 2 solutions a = 0 et a = 1. Comme a, > 1 pour tout n, la limite ne peut
étre que a = 1.

ATTENTION : cette 2éme méthode de calcul fonctionne parce que ’on a démontré que la
limite existe.

Contre-exemple : soit a1 =2 et apy1 = i On a
1 1
ar=1, as==, a3=2, ag4=-=, as=2,...
1 2= 5 3 155 5

Cette suite ne converge pas (2 points d’accumulations) mais si I'on passe a la limite dans
la formule de définition, on obtient

1 limite 1
py1 = — —oa=-da’=1sa=00oua=—1!"!
Gnp, a

Exemple 2.24. Soit r > 0 un nombre réel strictement positif. Considérons la suite définie

par
1 T
np+1 = 5 | Qn + —
2 an

lim a, = /.

n—oo

et a; € R . Alors
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Si r et a; sont dans @, on a une suite de nombres rationnels qui converge vers +/r.

DEMONSTRATION : On a clairement que a, > 0 pour tout n car a; > 0. De plus
1. a?wrl > r car

1 r 1, r 1 9
2. apy1 —anp = < (a —)—ap=(— —ap) =
n+1 n 2( n+an) n 2(an n) 2an
La suite est donc décroissante.
Comme a, > 0, elle est aussi bornée. La suite converge donc et on peut passer a la limite
dans la définition :
@t D)
a==(a+ -).
2 a

Ceci donne 2a% = a® + r et donc a = /7. d

Application numérique : pour r = 2 et a; = 1, on trouve

3 17 577 665857
ay=—- a a4 = —— a5 =
2 3 Y7408 70T 470832

5 =1 = 1.414213562 (8 décimales correctes).

Exemple 2.25. Soit la suite définie par
1

pi1 = Z(a" +4)

et a; = 1. Montrons d’abord que la suite est bornée et croissante.

(A) On a a; < 2 et par récurrence an1 = 1+ % < 1+ 1/2 < 2. De plus, on a clairement
an > 0. Donc la suite est bornée.

(B) Montrons, par récurrence, qu’elle est croissante :
1
2

)onalza1<a2:1.
) 1

supposons a, < anp+1. Alors apio — apy1 = %(anﬂ +4)— i(an +4) = z(any1 —an) > 0.

La suite est donc croissante et bornée = la limite existe. Notons a cette limite. Alors

a= Z(a—|—4) devient 4a = a + 4 donc a = 3.

2.3 Séries

Définition 2.26. Soit {b,} une suite réelle. On note

Zbk =by+bo+ -+ by,
k=1

Si I'indice k parcourt tout N* (ou N) alors la somme est infinie et on parle de série :
[e.e]
Db
k=1

b est le terme général de la série.
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2.3.1 Convergence d’une série

Définition 2.27. Posons

n
Snzzbk:bl+b2++bn
k=1

On a spt1 = Sp + bpt1-

La suite {sy} est une suite récurrente, appelée la suite des sommes partielles.

o0
On dit que la série g br converge vers s si la suite {s,} converge vers s. On note alors
k=1

o0 n
g by =s= lim s, = lim E by..
n—oo n—oo
k=1 k=0
Sinon on dit que la série diverge.

Condition nécessaire de convergence

o0
Pour que la série Z b converge, il faut que klim by, = 0. En effet si la suite {s,,} converge
— 00
k=1

Vers s, alors
s= lim s = lim (s + b =s+ lim b .
" n+1 " ( n n+1) " n+1

On doit donc avoir

lim b, = 0.

n—o0

Mais cette condition n’est pas suffisante comme le montre I’exemple suivant :

o

1 1
Exemple 2.28 (Série harmonique). Posons b, = T La série Z Z est appelée la série
k=1
harmonique. La suite des sommes partielles est
IS
S — — — P —.
" 2 3 n
On a bien by, £2%% 0. Mais la suite {sn} diverge.
DEMONSTRATION :
1) La suite {s,} est croissante.
2) Considérons les termes s1, $2, S4, S8, - - -, Sok.
1
S1 = 1 S9 = 1 + 5
iyl l I S
MTIToTy Ty BT TS 8
Alors
1 1 1

1 1 1
= -+ - -4+ —-=14+ =+ —.
S4 82+3+4>82+4+4 +2+2
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I S +(1+1+1+1)>1+1+1+1—1+31
T T T TR T MTIRTRTRTR 279297 2"

N[

De maniere générale, on a

1
82k>1+k‘§—>00.

La suite syx n’est pas majorée ce qui implique que

(1+1+1+ +1)—oo
2 3 n’

lim s, = lim
n—oo n—oo

o0
1
La série Z z est donc divergente.
k=1

Exemple 2.29 (La série géométrique). Soit ~ € R. Posons b, = r* et considérons la série

[e.e]
b =Tdrr? (ici, on débute & k = 0)
k=0

Alors
so=1 s1=1+4r so=1+r+7r? Sp=14r4+7r2+ - 4"

On sait que

1 — pntl
Sn = car  (1—r)1+r+ri4 4" =1—""1
- T

Quelle est alors la limite ?

n+1’ n—00

Si |r| > 1 alors la suite s, diverge car |r —— +00.

En revanche, pour || < 1, on a lim 7™ = 0 (voir exemple 3 sous 2.6) et donc
n—o0

1— Tn+1 1
lim s, = lim = .
n—00 n—oo 1 —1 1—17r

En conclusion, la série géométrique

diverge si |r| > 1

o0
>

converge vers
k=0 8 1—r

si|r] <1

Le nombre r est appelé la raison de la série géométrique.

Exemple 2.30. La série

o0
(- =1-141-14+1-1+41—...
k=1

diverge (et ne converge donc pas vers 0) car la suite des sommes partielles est 1;0; 1; 0;
;...
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2.3.2 Propriétés des séries

I) Si Z b = s, alors ZCbk: = cs.
k=1 k=1
(IT) Sis= Z b et s’ = Z b}, alors
k=1 k=1

Zabk + Bb), = as + 35’
k=1

(linéarité de la convergence.)
(ITII) La propriété de convergence ou de divergence n’est pas modifiée si I'on ajoute (ou
retranche) un nombre fini de termes. Par exemple, la série

o)

! S
k100 T 101

diverge encore (série harmonique).

2.3.3 Séries a termes positifs

o

Notons Zuk les séries avec ug, > 0 Vk.
k=1

(A) Criteres de comparaison

Supposons que u,, < v, pour tout n > .

[e.9] oo
(a) Si g v converge, alors E uy, converge également ; ({s,} = suite croissante majorée) ;
k=1 k=1
o [e.e]
(b) si E uy, diverge, alors E v, diverge aussi. (suite croissante non majorée).
k=1 k=1

Exemple 2.31.

1
La série Z T avec o < 1 diverge.
k=1
En effet, on a k® = k179 avec § > 0 et donc k* < k ce qui implique que
1 1
— >
ke~ k

Comme la série > % diverge, le critere de comparaison nous permet de conclure a la diver-
gence de la série considérée. O

(B) Critéere de la racine (ou de Cauchy)

Sipour tout n > N,on a| {u, <qg<1 |(qfixé) alors la série Zuk converge.

Si v/u, > 1, la série diverge car u, /4 0.
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DEMONSTRATION :
On a u, < ¢ <1 donc u, < ¢". Or la série

oo
> 4"
k=1

converge (série géométrique) puisque g < 1. Par le critére de comparaison, la série > ug
converge également.

O
(C) Critére du quotient (ou de d’Alembert)
. U , 4
Si pour tout n > N, on a ntl <g<1 |(qfixé) alors la série Z uj converge.
n

Sion a “Z—:l > 1, alors la série diverge.
DEMONSTRATION :
On a u "

“ntl <q et n <
Un, Un—1
et donc
Ung1 SUp - q < tn1-¢> <0 <"
o0

Or la série Z ui - ¢* converge. Par le critere de comparaison, il en est de méme de la série

k=0

E:uk. ]

Corollaire 2.32 (Résumé-corollaire). Soient

. . Un+1
q = lim Yuy, et g2 := lim
n—o00 n—00 Uy
o converge si q; < 1
Alors la série Zuk diverge si q; > 1
k=1 on ne peut rien dire si q; = 1.

Exemples 2.33.

> klO
LYo
k=1

Rfnt0 1, 1 1
On a u, = 7;7 =3 Vnlo 1222 3 1= 3 < 1. La série converge.
2. La série Z o (a > 0) converge. En effet, on a
k=1 "
Upyl a"tl )

a
= C— = <g<l1
Un (n+1)! a®» n+1 ?

si n est assez grand. (On verra plus tard qu’elle converge vers e).
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Exemples 2.34 (Autres exemples).

[o.¢]
1
(a) Considérons la série ; =1
1 1 1
Alors on a b, = = — — pour tout k > 2 et donc

k(k—1) k—1 k
1 1
< _>:1_1'
n—1 n n

- 1 1 1
n: b: ]_—— —_— — — . e
s kZQk ( 2>+<2 3)+ +

[o.¢]
1
Alors lim s, = 1 ce qui démontre que ; m =1.

n—oo
o0
(b) Considérons maintenant la série Z 1 On a 1 < b pour tout k > 2
— k2 k2 = k(k—1) -

Le critére de comparaison et ’exemple (a) ci-dessus permet de conclure que la série

=1
Z 2 converge. On a de plus

k=1
1 = 1 =1
— =1 — <1 —=1+1=2.
DTt s oot
k=1 k=2 k=2
oo
. . . 1 1 1 O .
Corollaire 2.35. La série Z T avec o = 2 converge car T < 72 (critére de comparai-
k=1
son).
o
P 1 < 2, la séri L dgal t
our 1 < a < 2, la série Z o Converge également.
k=1

Remarque 2.36. Dans 'exemple (b) ci-dessus, les critéres de la racine et du quotient ne
donnent rien. En effet, on a

n

. 1 . 2
@ = lm 7@2_7351010<{w/ﬁ> =1

et )
U n
g2 = lim "t~ lim < ) =1.
n—oo Uy n—oo \ n + 1
(e.)
De méme, pour la série harmonique, Z o ces critéres ne donnent rien. On a
k=1
.ol ) 1
A A
De méme pour le critere du quotient :
upy1  1/(n+1) n ]

= <
Up 1/n n+1

= 1. Et la série

ATTENTION : on a 21 < 1 mais PAS 2" < g < 1 car ¢p = lim 22+

un un n—oo U"VL
harmonique diverge.
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2.3.4 Séries alternées

Soit u, de signe constant. La série

o0

Z(—l)k+1uk =UuUl — U2 +UuU3z —Ug+ ...
k=1

est dite série alternée.

Théoréme 2.37 (Critére de Leibniz). Si
(1) [unt1| < |un| et
(ii) |un| == 0

alors la série alternée converge.

De plus elle converge vers S avec |S| < |uq|.

DEMONSTRATION : On peut supposer tous les wuy positifs. L’hypotheése devient alors
ug > ug41 et donc up — ug41 > 0. Do

Sop = U] — U2+ U3 — -+ Up—1 — U2p et
Sop42 = Ul — U2 + U3 — -+ Up41 — U2p4+2 > Sop.
~—_——
>0

Ainsi la suite {s2,} est croissante. Par ailleurs, on a
Son =1 — (Ug — ug) — -+ — (Uzn—2 — Uzn—1) — Uz < U1.
>0 >0

La suite {sa,,} est donc aussi bornée. Elle converge donc. Posons

S = lim Son-
n—o0

On a alors
n—oo
Sop41 = S2n + U2py1 — S+ 0 =s.

La suite {sg,+1} converge également vers S ce qui montre que {s,} converge vers S.
Comme 89, < u1, on a bien S < u;y. O

Exemples 2.38.

1. La série harmonique alternée ( ou série de Leibniz)

o
1 1 1 1 1
—1k+1*:1_7 _— = =TT e e e e
;( ) k 2737175

converge. (On verra que c’est vers In2.)

2.
oo
Sy 2EVE
k
k=1
On a
2 2 1
w, +\/ﬁ L n—00 0
n n  /n
et

1 2 1 2+vn+1
+ — > + = = Un+1-
Voo on+1  n+1l n+1

2
n
Les hypotheses (i) et (ii) du théoréme sont remplies : la série converge.

Up =
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Remarque 2.39. La condition (i) u, ——— 0 ne suffit pas.
Exemple : la série alternée

1 1 1 1 1 >
1l— -4+ - —_ 4+ -2 —_4...= —1)k+1
173 165 36" ;( )T
avec
{ % si k est impair
U = 1 . .
5 si k est pair

k
satisfait bien la condition (ii) (ur — 0) mais ne converge pas. En effet, soit n pair. Alors

n

1 1 1 1 1
_ k+1,
Sn—Z(—l) Uk—l—z—i-g—ﬁ‘Fg—"'—ﬁ
k=1
—(1+1+1+ b ) (1+1+1+ +1)
B 3 5 n—1" 4 16 36 n2’’
st Sp

Comme la série Z % converge, le terme s, est majoré par un nombre M € R indépendant
de n.

Comme la série harmonique diverge, le terme s, est plus grand que tout r € R pour n assez
grand. Ainsi, pour tout r € R, il existe N,. € N tel que s;7 > r dés que n > N,.

Ceci implique que s, = s,/ — s, > r — M. Ainsi la sous-suite s,, (n pair) est non majorée
et donc non convergente. ]

2.3.5 Série absolument convergente

Définition 2.40. Soit ) by une série o donnée. Si la série

ol = 1bwl

converge, on dit que o est absolument convergente.

Théoréme 2.41. Si |o| converge, alors o converge également.

Conclusion : les criteres pour les séries a termes positifs (cf. 2.3.3) sont applicables aux
séries absolument convergentes.

x  _k
a
Exemple : la série E o est absolument convergente pour tout a € R. En effet, on a
k=0
b a R .
ntl) la] —0 (critere du quotient)
by, n

Définition 2.42 (Série semi-convergente). Une série Y by convergente mais dont la série
> |bg| diverge est appelée semi-convergente.
[e.9]

Exemple : La série harmonique alternée Z(—l)
k=1

1 .
kHE est convergente mais pas absolument

[e.@]
convergente puisque la série Z z diverge. Elle est donc semi-convergente.
k=1
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Théoréeme 2.43.

1) La somme d’une série absolument convergente ne dépend pas de l’ordre de ses termes.
2) En revanche, dans le cas d’une série semi-convergente, on peut faire converger la somme
de la série vers n’importe quel nombre réel en regroupant les termes de la série d’une facon
bien choisie.

Sans démonstration.

Corollaire 2.44. Si ), aj, est absolument convergente alors
Dt am
l m
(ot les a; et a,y, forment 'ensemble de tous les ax ) sont séparément absolument convergentes.

Exemple : Calculons

- 1
5= ;(_1)k+1lc(k+2) (série alternée).

Cette série est absolument convergente car

k] = e <
TRk +2) T k2

et la série ) 1%2 converge.
On peut alors séparer les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs :

[e.o]

1 G 1
R SR AP PN T

k=1, impairs k=2, pairs
LA -1)@I+1) 2 2m(2m+2)
SSTIREN Y S
—2\20-1 2+1) 1 = m(m+1)
5l+ Sm
11 1
2 14 4
car
1 1. 1 1 1 1 1 1 e 1
+
S G )4 (— Y =21y e 2
s =g |03+ G5+ F g7 37| =30 g7 2
11 1 1 1 1 1 1 1 oo
e e s e O R —1— 1
m= et et D SR I S | m+ 1

Exemple 2.45. La série harmonique alternée est semi-convergente. On ne peut pas changer
I'ordre des termes sans changer la valeur de la somme (infinie).
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1 1 1 1 1 1 1 1
n(2) 5737175 677 8" %X g
2 1 2 1 2 1 2
MUn(2) =2 —14+°-— - 4242 _ -4 =4
n(2) 3Tty T3 T Tt T
S
B 4 6
=In(2).
On obtient ainsi
2In(2) = In(2)M1M01N11
2.4 Définition du nombre e
1
Soit bg = 1 et by, = o (Nous démarrons ici avec k = 0.)
.OO
1
Considérons la série Z il et notons {e,} la suite des sommes partielles, c’est-a-dire
k=0
PN S 1
en = +1'+ +3|+ +H'

Nous avons vu dans 'exemple 2.33 que cette série est absolument convergente. Sa limite est
notée e :

1 11 1
e::};)k! 7}1%1{.106”—7111%120(14-1—1- +3'+ +ﬁ)
Numériquement : e = 2, 718281828.
Théoreme 2.46. Le nombre e est irrationnel.
DEMONSTRATION :
Pour tout n > 2, on a
1+1+4 — ! +--+ ! + ! + ! + ! +
e= — .
2! (n=1! n' (n+1! (n+2)!
=1+14+— ! +--+ ! + ! 1+ ! + ! +
N 2! (n—1!  n! n+l (n+Dn+2) 7
1+ — + + = ! - " < 2
< 2 “1-1n n-1°
Donc
1 1

1
e=1+1+ 5+ +

o1 —l-ﬁ-ﬂn avec 1 < B, < 2. (%)

(n—1)!
Supposons maintenant que e soit rationnel c’est-a-dire que e = % Sil’on pose n =N + 1
dans (*), on obtient

1 1 1
R T T T T E S (N + 1)
R By T o sy TR S N G
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M(N+1)(N -1 =N+ +(N+ 1)+ (N+ 1NN —1)--- 34+ (N +1)+ 1.
~ ——

eN eN ZN

On aboutit ainsi & une contradiction. O

Autre définition de e

Considérons la suite {e},} définie par

1 n
Proposition 2.47. lim €], = lim <1 + ) =e.
n

n—oo n—o0

ATTENTION : une limite de la forme 1 est une forme indéterminée.

Elle ne vaut pas 1 mais peut prendre, a priori, toutes les valeurs possibles

comme une limite de la forme %

DEMONSTRATION : Par la formule du binéme, on a

b (L N s () ek (1Y 1, ~nn=1)-(n—k+1)
en—<1+n> _Z<k> 1 o) =ldne o+ ] P

k=0 k=2

n

1 1 2 k—1

:1+1+Zk!-1-(1—n>.<1—n>---<1— n) (%)

k=2 —_— —— —

<1 <1 <1

"1 "1
SI+1+) 5=> p7=¢n

k=2 k=0

On a ainsi montré que | €/, < e, |pour tout n. Reprenons le calcul précédent a la ligne

() :
v ) (D) ()

21,% 21,% 21,%

k=2 k=2 k=2
=€,
- 1
=en—— ) !
n (k—2)
17272 1
=€n — — - — €én — —€n—2.
n !
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On a donc

/
en — —€n—2 < €, < ep.

n
Les suites e, et e, — —e,_o convergent toutes les deux vers e. Ainsi, par le théoreme des
n

gendarmes, on a aussi lim e, = e. O
n—oo

La convergence de cette suite {e],} est beaucoup plus lente que la précédente.
Pour avoir e = 2.7180.., il faut n = 6 dans e,, mais n = 4819 dans e/,.

Remarque 2.48. On peut généraliser cette démonstration pour montrer que

T\ Oo.l'k
(1) =2

pour tout z € R.

Propriétés

1.

DEMONSTRATION : On a

X 1 n+1_ nt+1-1 n+1_ n n+1
n—+1 a n—+1 S \n+1

2. Si {ap}, an > 0 est une suite rationnelle nulle (c’est-a-dire qui converge vers 0) alors

lim (1+ an)i =e.

n—oo

DEMONSTRATION : En posant N = E(-2), ona N < -5 < N +1 et alors

1 N 1 1 N+1

1+ —— 1 n)on 1+ — .
O+ 57 <(@+an)s < (1+5)

—_——

A+ VA4 )t A+ )N+ )

Si on prend la limite quand N — oo (alors a, — 0) on a

e 1< (1+an)n <e- 1.
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3. On a

lim (14 %)” = Vg € Q.

n—o0

C’est la définition numérique de ef.

DEMONSTRATION :
q

Si g = 0 c’est trivial. Si ¢ > 0 on applique le point 2. avec a, = ;}. On a alors

9\n _ q\n/q\? nooo, 4
(1+4) _((1+n) ) e,

Si ¢ < 0, argument est analogue a celui du point 1.
w (1)
lim .
n—oo \n + 1
n—1\" [1-
n+1) \1+

n
Nous avons démontré que lim (1 + g) = e? pour tout g € Q.
n

n—oo

Exemple : Calculons

S ===
N———
3
3
1
8
a
.|
)
Il
%l
no

La fonction e*

0k
T\ x
Nous avons aussi vu que lim (1 + —) = g — pour tout x € R.
n—00 n = k!

On peut donc étendre la fonction e” a tout R en posant, pour tout € R

xk Tr\"
T — —_— = .[[] -
€ _kz—()k! nh—>oo(1+n> ’

On peut méme étendre cette définition aux nombres complexes en posant

o k
z
zZ _
ef = E X pour tout z € C.
k=0

Le module remplace alors la valeur absolue et cette suite est encore absolument conver-
gente pour tout z € C..
On peut montrer les résultats suivants :

! !
o ¢“T% = ¢%e* pour tout 2,2’ € C

e ¢Z = ¢ pour tout z € C

z|2 _ 2. 7% z 2 _ 2tE 62R€(Z) Re(z)

e Donc |e e ef=¢e"-ef=e le*| = e :

0

e En particulier, si z = i« alors ‘ew“ = e = 1. L’exponentielle complexe envoie 'axe

imaginaire sur le cercle trigonométrique.

e Chapitre 4 = arg(e’®) = a. On obtient les formules suivantes :

e = cosa +isina = [1;q]
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et donc le nombre complexe [r; 6] = r (cos @ + isin ) s’écrit aussi

[r;0] = 7 (cos 0 + isin ) = re'.

C’est la notation d’Euler. En particulier, en posant § = 7 et r = 1 on obtient

e27'(' — _1

5 Un petit résumé de quelques séries

diverge (série harmonique)

El

1
(—1)’““% est semi-convergente (série harmonique alternée)

{ divergesi 0<a<1

1
f ke converge si o >1

M T I T

1 .
= 1= silg| <1 e
¢* { 1=q la série géométrique

diverge si |q| > 1

il
o

1 .

= =7 si <1

kgt (=9% 4l dérivée de la série géométrique
divergesi |q| > 1

1
k(k + 1)

k

Q

Me TMe T

converge absolument Va € R et

o

B
Il
o

oy

x k n n
Za =e% = lim (1+ﬂ) = lim <n—|—a>
Pt ! n—o0 n n—00 n



Chapitre 3

Fonctions réelles et continuité

3.1 Définitions générales

Définition 3.1.
e Soient D et T deux ensembles non vides. Une fonction f de D dans T est une
correspondance qui associe a tout élément z € D un élément y = f(x) € T. On la note par

f:D—T
2 f(z)

L’ensemble D est le domaine de définition de f. Il sera souvent noté Dy.
L’élément y = f(z) € T est 'image de = par f alors que x est une pré-image de y.

Si D et T sont des sous-ensembles de R, la fonction f est appelée fonction réelle.

L’ensemble

Im(f):={yeT|3x €D avecy= f(x)}
est appelé I'image de D par f. On le note aussi f(D).

Définition 3.2 (Fonction injective). Une fonction f : D — T est dite injective si tout
élément de T a au plus une pré-image.
Autrement dit, si x1 # xo implique f(x1) # f(z2) pour tout x1,ze € D.

Définition 3.3 (Fonction surjective). Une fonction f : D — T est dite surjective si tout
élément de T a au moins une pré-image.

Autrement dit, si pour tout y € T, il existe z € D avec y = f(x).

Ou encore, si Im(f) =T.

Une fonction injective et surjective est dite bijective.

Exemples 3.4 (Quelques exemples).

(1) La fonction f : N — N définie par f(n) = n? est injective mais pas surjective car il
n’existe aucun n € N tel que f(n) = 5. On a alors

Im(f) = l’ensemble des carrés dans N = {0, 1, 4, 9, 16, --- }.
(2) La fonction f : Z — N définie par f(n) = n? n’est pas injective car f(—6) = f(6) = 36.

45
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(3) La fonction f : Ry — R définie par f(x) = /= est une fonction réelle. On a
Im(f) = R,. Elle n’est donc pas surjective. En revanche, elle est injective car si a # b
alors y/a # V/b. Par la suite cette fonction sera simplement notée f(z) = /z (sous-
entendu : Dy =Ry et T =R).

(4) La fonction f: R — R définie par f(z) = x est la fonction identité. Elle est bijective.

(5) La fonction signe est définie par

-1 siz<0
sign(z) =<9 0 siz=0
1 siz>0

On a Dy = R. Elle n’est ni injective ni surjective.

1 siz>0

(6) La fonction de Heaviside est définie par H(z) = { 0 siz<0°

3.2 Fonctions réelles

Dorénavant, toute fonction f(x) sera réelle.

Quelques propriétés particulieres

Une fonction réelle f : Dy — R est dite

e paire si f(—x) = f(z) pour tout x € Dy.

e impaire si f(—x) = —f(x) pour tout z € Dy.

o périodique de période T si f(x +T) = f(x) pour tout x € Dy.

e bornéesi f(xr) < M pour un certain M € R et pour tout x € Dy.

e croissante (resp. strictement croissante) si

r<y = [f@)<[fly) (resp. f(z) < [(y))
e décroissante (resp. strictement décroissante) si

r<y = [f(@)=[(y) (resp. f(z)> [(y))

e monotone si elle est croissante ou décroissante.

Composition

Soient f, g deux fonctions réelles telles que Im(f) C Dy. Alors on peut construire la fonction
composée g o f définie par

(go f)(z) =g(f(x)) pour tout x € Dy.

Exemple :
g(x)=Vr Dy=Ry fl@)=2* Im(f) =Ry

Alors
(go Hx) = f(z) = Va? = |a].
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Graphe d’une fonction

Le graphe d'une fonction f(x) est le sous-ensemble du plan R? défini par
Gr=A(z, f(x)) = € Dys}.
Fonction réciproque (ou fonction inverse)

Si une fonction

f:D—T
x> f(x)

est bijective, on peut définir la fonction réciproque

f.7T—D
qui associe a tout y € T I'élément x € D tel que f(z) =y. On a alors

(fof)@)=2=(fof "))

pour tout x ou les expressions sont définies.

Les graphes de f(z) et f~!(z) sont toujours symétriques par rapport a la droite y = .

Exemple : si f(x) = 22 alors la fonction est bijective si I'on pose Dy = Ry. On peut donc
trouver f~! qui n’est rien d’autre que f~!(x) = \/z pour tout x € R .

3.3 Quelques fonctions réelles élémentaires

(I) Fonctions puissances : f(x) = x? pour g € Q.

Ona Dy =1RsiqgeNalorsque Dy =R*siqgeZ_.

(IT) Fonctions polynomiales :

yzf(l’)zzakwk ar € R, a, # 0.
k=0
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D;=R

Soit P(z) un polynome (réel) et zp une racine de P(x). Le plus grand entier m tel
que (z — xo)™ divise P(x) est appelé la multiplicité de x¢ par rapport a P. On note
alors

m = multp(xg).

Fonctions rationnelles

Dy = R\{zy | Q(xx) = 0}.

Si Q(zk) = 0 et multg(zr) > multp(zy), alors les droites & = x, sont des asymptotes
verticales.

Fonctions irrationnelles : polynomes + racines

Exemple :
1+ Va2 +4
flz) = -
\/:1:2 + 3z — Yx/2
Fonctions trigonométriques
f(x) = sinz impaire, périodique de période T' = 27, bornée

cosx paire, périodique de période T = 2m, bornée
tanx impaire, périodique de période T = 7, non bornée
Dy =R—-{5 +kn; kcZ}
ei:r + efi:p eix _ efiz

On a les relations suivantes : cosx = — et sinx = 5
1

Fonctions trigonométriques inverses

Pour inverser les fonctions trigonométriques, il faut se restreindre a un intervalle sur
lequel elles sont monotones. On choisit les intervalles suivants :

sinz: [-5;%3] — [-1;1]
CoST : 0;7]  — [—1;1]
tanz: |-3;%[ — R

On définit alors

arcsin: [-1;1] — [-5;3] par arcsin(z) =sin"'(z)

arccos : [—1;1] — [0;7] par arccos(z) = cos™!(x)

arctan : R — |-%;%] par arctan(z) = tan~!(z)
ATTENTION :

on a arcsin(sin ) = z uniquement pour z € [—g;
Et sin(arcsinz) =2 Vz € [—1;1].

].

SE]
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On a| arccos(x) + arcsin(x) = g pour tout z € [—1;1].

(VII) Fonctions exponentielles

Soit a > 0 un nombre réel. On cherche & définir la fonction | f(z) = a”

(A)Siz=q="¢cQ, on pose
f(q) =a%:=an = Vam.

(B) Pour prolonger cette fonction a R, il faut pouvoir définir le terme a” quand r est

réel non rationnel. On le fait en prolongeant f(z) par continuité : on sait qu'il existe

pour tout 7 € R une suite rationnelle {g,} qui converg vers r. On a donc lim g, = r.
n—o0

On pose alors

a’ = lim a?.

Propriétés des fonctions f(z) = a”

(1) f(z) > 0 pour tout = € R. C’est une fonction strictement positive.
(2) £(0) =1 et F(1) = a.

(3) f(rz) = a’® = (a")" = f()". En particulier, f(—z) — f(lx)

(@) fo+y) = =at ol = £(2) ()

(5) Sia>1,alors f(x) = a” est strictement croissante.
Si0<a<1,alors f(x) = a” est strictement décroissante.

Graphes des fonctions exponentielles :

Remarque 3.5. Si a = e, on retrouve la fonction e* définie au chapitre 2.
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(VIII) Fonctions logarithmes

La fonction f(x) = a® est strictement monotone (si @ # 1 ce que 'on suppose dés a
présent). Elle a donc une fonction inverse et on définit :

log,y=f"'(y) Vy>0.

L’ensemble de définition de log, est donc Dy = R . On a I’équivalence suivante :

log,y=2 <+—= y=a" VreR Vy e R}

Par définition on a les relations suivantes :

al%8a¥ =y Yy >0 et log, a” = x vV € R.

Propriétés des fonctions log, =

1) la fonction log,  n’est définie que pour = > 0.
2

(
(2) log,1=0etlog,a=1.

(3) log, x" = r-log, x pour tout z > 0 et tout r € R. En particulier log, % = —log, x.
(4)

(5)

4
)

log,(xzy) = log, = + log, y pour tout z,y > 0.

Sia > 1, alors log, = est strictement croissante.
Si0 < a <1, alors log, = est strictement décroissante.

Graphes des fonctions logarithmes :

Définition 3.6 (Logarithme naturel). On pose

In(x) :=log,

Changement de bases

L

Si L = log, x alors a” =z et

On a



3.3. QUELQUES FONCTIONS REELLES ELEMENTAIRES 51

(IX) Fonctions hyperboliques
Sinus hyperbolique :

sinh(z) = ¢ _26 (fonction impaire)
Cosinus hyperbolique :
x —x
cosh(z) = % (fonction paire)

On a la relation suivante :

cosh?(x) — sinh?(z) = 1.

Ces 2 fonctions permettent de paramétriser les hyperboles :

z oyt x = tacosh(t)
=1 {y—bsinh(t) teR

Somme :

sinh(a + b) = sinh a cosh b + cosh a sinh b
cosh(a + b) = cosha cosh b + sinh a sinh b.
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(X) Fonctions hyperboliques inverses

e Pour le sinus hyperbolique, pas de probléme, on note arcsinh(z) la fonction inverse.
(D =R)

e Pour le cosinus hyperbolique, on se restreint a 'intervalle R sur lequel la fonction
f(z) = cosh(z) est monotone. On note alors arccosh(z) la fonction inverse, définie
sur [1;00[ et dont I'image est R..

Calcul explicite
Soit y = arcsinh(z). Alors

Y — e Y
y = arcsinh(z) <= sinh(y) =2 <<= — =T = e’ —e Y = 2.
On pose u = €Y et apres avoir multiplié par u, on obtient

20 + V4x? 4+ 4
_LrEvarte =z+vVz24+1.

W —l=2ru<=ul-2tu—1=0<=u= 5
Le signe — est impossible car u = ¢¥ > 0. Donc u = z + V22 + 1 et

y =1In(u) = In(z + V22 + 1).

On a ainsi démontré que

arcsinh(z) = In(z + Va2 + 1) z € R.

De méme, on peut démontrer que

arccosh(z) =In(x + Va2 —1) z > 1.
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3.4 Représentation des courbes planes

1) Explicite : y = f(x).

623:
E le:y= .
xemple : y a2
2) Implicite : F(x;y) = 0.
Exemples :

1) Cercle de centre C(a;b) et de rayon R : (z — a)? + (y — b)* = R?
2) Ellipse : <§)2 + (Q)Q =1
“\a b

Attention : Courbe # fonction.
Fonction : & un € D correspond un seul y —
Courbe : il peut y avoir plusieurs y pour un x donné.

3) Représentation paramétrique : = et y sont donnés en fonction d’un parametre t € I C R.

Exemple :
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4) Représentation polaire :

A un point P(x;y) correspond un couple (p; ¢) ou p est la distance de P a 'origine et
p angle entre Oz et OP.
On a les regles de transformations suivantes :

1

p=Vri+y

X X
T = pcosy COSYp=—=——
. et ) 2
{yzpsmso ‘ goovETY
sinp =% = ———
P a4 y?

Une courbe peut alors étre donnée sous forme polaire, c’est-a-dire a ’aide d’une équation

reliant p et .

Exemples :
A) Cardioide : p=a(l4+cosp) a>0 v €[0; 27].

B) Spirale d’Archimede : p = ap (a > 0) ¢ € [0; 00|

C) Spirale logarithmique : p = ™%, ¢ €] — 00; 00|. Le point 0 est un point asymptote.



3.5. VALEUR LIMITE D’'UNE FONCTION A L’INFINI 55

5) On peut combiner 3) et 4) pour avoir

{ p=p(t)
= ().

Exemple :

3.5 Valeur limite d’une fonction a ’infini

On cherche a définir lim f(x).

T—00

Définition 3.7. On dira que
li =
g S0 =
si pour tout € > 0, il existe M, € R tel que
|f(x) —al <e pour tout = > M, .

Deés que x est + grand que M, alors f(z) est compris dans une bande de largeur 2¢ autour
de a. Et ceci pour n’importe quel € aussi petit soit-il.

e idem pour la limite en —oo.

Définition 3.8 (Limite impropre). On dira que

mhﬁn;O flx) =00 (resp. —o0)

si pour tout r € R, il existe M, € R tel que
flz)>r (resp.f(x) <r) pour tout z > M,

Exemples 3.9.

1) f(z)= % q € Q*. Alors
lim f(z) =0

T—00
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Il reste

m—1 ai ag
Plx) apr™+---+amxzta  z" am =+ T +"'xm—1+17n
B B no... - _ b b
Q(x) bpx™ + -+ brx + b T b”—i_all—i_"‘xnl—l 9??1
Si & — oo alors 4m=1 — 0, it — 0, etc...
P(x) . 2™ ap

Sim =n, alors = b—m:c

Pz
Sim < n alors lim
T—00 (q:)

T—00 Q(x) B :rggo F b, ’
(asymptote horizontale y = ¢)

= 0 (asymptote horizontale y = 0)

sinon on a lim f(z) = oo.
T—00

3) f(z) =sinz . La limite en x — oo n’existe pas. Méme impropre. Idem pour cos z.

Alors f(z) 2225 0.

5) lim e*= lim e * =0
T——00 T—r0o0

x* + 322

.2
b (x).

fz) =

3.6 Valeurs limites en un point et continuité

3.6.1 Définitions
Limite

Définition 1

Soit f(x) une fonction et xp un point fixé. On dit que f admet le nombre L pour limite au

point xq si pour tout € > 0 ,

() -

On note alors lim f(z) = L.

T—T0

il existe d. > 0 avec

Ll <e des que 0 < |zg—z| < Je.

Remarque : Dans la définition, il n’est pas nécessaire que g € Dy. En revanche il faut qu’il
existe 6 > 0 avec |xg — d;20 + [ C Dy U {zo}.

Définition 2

On dit que hm f(z) = L si pour toute suite {,} telle que

(1) gn 7é Zo
(i) lim & = o,

on a

lim f(gn) =L

n—oo
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Proposition 3.10. Les 2 définitions ci-dessus sont équivalentes.

Notation 3.11. Au lieu de lim f(z) = L on peut écrire }llir% f(xzo+ h) = L.
—>

T—T0

(Ici encore h — 0 mais h # 0.)

Définition 3.12. Limite a gauche et limite a droite On peut définir aussi la limite ¢ gauche

qui est notée | lim f(x) |et la limite a droite qui est notée | lim f(x).

=T :Eﬁ:rg
lsiz <2
Exemple 3.13. Considérons la fonction f(x) définie par f(x) = ¢ 2siz =2
3sixz>2

Dans cet exemple, on a lim f(z) = 1 et lim f(x) = 3. Mais la limite lim f(z) n’existe
pas T2~ r—2+ T—2

Définition 3.14 (Limite impropre). Limite a droite : On dira que

lim+ f(z) =40

33—)3?0
si pour tout M > 0, il existe d3; > 0 tel que

flz)y>M pour tout x € ]xo; xo—i-(SM[

Définition analogue pour —oo et pour la limite a gauche.

Exemples 3.15.
1
= —. Alors li = o0.
o f(x) - Alors lim f(z) =00

lim f(x) =00 et lim f(x)=—o0
x—27F T—27
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3.6.2 Propriétés des limites

Théoréme 3.16 (Théoreme des gendarmes). Soient f(z), p(x), ¥ (x) des fonctions réelles,
xo un point fixé et § > 0. Si pour tout v € Dy N Dy N Dy tel que 0 < |z — x| <6 on a

¢(z) < fz) <9(x)

et st
oy P0) = JEp ve) = o
alors
g, S =

La démonstration est similaire a celle faite pour les suites.

Proposition 3.17. Supposons f(x) = g(x)h(x). Si
(i) h(z) est borné sur un voisinage de xg
(ii) et si $li_gclog(:n) =0

alors

lim f(z)=0.

Tr—xQ

DEMONSTRATION :
Par hypothese sur h(x), on a |h(z)| < M deés que |z — x| < 4.
Soit € > 0 et soit 6 = J./ps tel que g(z) < ¢/M des que |z — xg| < d. Un tel § existe car

g(z) =22 0.
Mais alors
F@)| = lg(@)| - |h()] <+ - M <
ce qui montre que f(z) tend vers 0. O
Exemple : f(z) = lsinz. Alors lim 2T o
r—00 I
Soient f(x) et g(x) 2 fonctions telles que
0) Jim f(x)=a
(ii) $li>r£10 g(z) =b.
Alors
1) lgn (af(x) 4+ Bg(x)) = aa + Bb (linéarité de la limite)
T—xo
2) lim f(x)g(z) = ab
Tr—T0
3)
A Y

z—=zo g(x) b

Cas indéterminés :
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3.6.3 Exemples

1. Calculons A = lim

z—1 o —1 0
A:hmm—2.\/:?+1.\/?m+2
=1 -1 o+l Brf1+2
:hm(3a:+1—4)(\/§+1)
=1 (z—1)(vV3x +1+2)
3(Vz+1) 6 3

= lim =

e \B3r+1+2 4 2
2. A=g+2— Va2 +4 222 9

24+Vx2+4
A:(:c—i—2—\/x2+4)':quL TVr T

V3r+1-2 <:0>

r+24+Va? 44
Pt dr+4— (2P +4) 4z
T+24 Vot +4 T2+ 2 /14+ 5%
_ 4 z—300 %:2
1+ 24+ /1+4/2? 2
i 0
3. Que vaut la limite lim S (z >
z—=0 X 0

On a
AOAM < secteur OAM < AOAT.
Donc ] 1.4
5‘1-sinw<g-12< 2anx

ce qui donne
sinx < x < tanzx
et en divisant par sinx on obtient
T tanx 1

1< — < — = .
Ssinx Sinx COS T

Par le théoreme des gendarmes, on a

sinx
lim =1.
z—0 X
Plus généralement
sin px sin px
lim = limp- =p.

z—=0 T z—0 px
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4. Calculons

li 1 + 1 : _ 77( + ) 0”
xll}r%) \3/5 sin 2x S = e e '

1 n 1 . sin x n sin x
— 4+ —— |sinz =
Vr  sin2zx Jr  2sinzcosx
si 1
_ Yz sinz n

T 2coszx

.. 1
et la limite vaut alors 0 -1 + 3 = ok

Composition

Soient f(x) et g(x) deux fonctions telles que Im(f) C Dy. Si
e lim f(z)=cet

T—T0

o limg(u)=1L,
u—rC

alors

lim g(f(x)) = L.

T—T0
Applications :
(1) Que vaut

A = Tim 2(1 — cosz) <: O>?

z—0 332

z
Onal-—coszx :2Sin2§ et donc

L9 L 2 ; 2
A — lim 2.2 812n x/2 ~ lim (sin(z/2))
z—0 X z—0 (l’/2)2

Donc o(1
lim (1 —cosz) _
z—0 x2
2
On écrit que pour  ~0on a 1 — cosx ~ Ch
Plus généralement on dit que
f(x) = g(x) en xg si xli{rxlo i}cég =1
(2)
h(z) = sin(1 — cosx) _ sin(1 — cos ) .
1—cos?x (1 —cosz)(1+ cosx)

On pose u =1 —cosz. Et u — 0 si x — 0. Donc

i 1 1
lim h(xz) = lim G R
z—0 u—0 u z—014cosx 2
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3.7 Continuité
Définition 1
Soit f(x) une fonction et 29 € Dy. On dit que f est continue au point zg si

f(zo) = lim f(z).

Tr—xQ

Définition 2

Soit f(x) une fonction et zg € Dy. On dit que f est continue au point xg si pour toute suite
{&,} telle que lim &, = zp, on a
n—oo

Flao) = lm f(&).

Une fonction continue commute avec 'opérateur limite.
Ces 2 définitions sont équivalentes.

Définition 3.18. On dit que f(x) est continue sur un intervalle I si elle est continue en
tout point xp € I. On note alors f(z) € CO(I).

Théoreme 3.19. Soient f et g deux fonctions continues sur I. Alors
(1) af + Bg est continue sur I pour tout a, f € R.
(2) fg est continue sur I.

(3) g est continue sur I' = I\{z | g(x) = 0}.

(4) Si f est continue en xy et g continue en f(xg) alors go f est continue en xg.

Trois types de discontinuité

Type I La limite lgn f(x) existe mais n’est pas égale a f(xg).
e T—T(

Type II lim+ f(z) # lim f(x) .

CC—):EO CC—)$0
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Type III une des limites lim f(z) ou lim f(z) (ou les deux) n’existe pas.

Théoréme 3.20. Soit f(x) une fonction bijective et continue sur lintervalle I. Alors sa
fonction réciproque f~1(z) est continue sur lintervalle f(I)

3.7.1 Exemples

1. La fonction f(z) = x est continue sur R.
Corollaire : toute fonction polynoémiale et rationnelle est continue sur son domaine de
définition.

2. La fonction f(x) = sinx est continue sur R :
Démonstration : On a

|sin(z + h) —sinzx| =

2 h h
2sin(h/2)cos< x;— >‘ <2 '2’ < |Al.

Donc lim sin(z + h) = sinz. O
h—0

De méme, on montre que cosx et tan x sont continues sur leurs domaines de définition.
T — T

3. La fonction f(z) = +/z est continue sur R* . Soit zg > 0. Alors vz — /29 = —————
f( ) \f + 0 \F 0 \/5_'_ \/9?0

et donc
|z — 20
VI —/ro| < ———
| | VZo

ce qui montre que si x — xq alors \/x — /7.
La fonction /z est également continue & droite en z = 0.

On montre de méme que la fonction f(x) = 27 est continue sur son domaine de définition
pour tout ¢ € Q.

© K
4. La fonction e* = T est continue sur R.
k=0
Démonstration : On doit montrer que lim et = ¢* ¢’est-a-dire que

h—0

lim (ex"’h - ex) =0.
h—0

Mais comme

|ew+h_€z‘ — yezeh_ex’ :6x|eh_1‘

il suffit de montrer que ]llim eh =1, c’est-a-dire que e® est continue en z = 0.
—0
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Si|h| <1, 0na

h hZ B3
e'=14+h+—+—+... et donc
2 3!
hZ B3
h _
k—H—M+3+§+~W
L L
< 1+—4+ —4+—+...
—W<+2+3!+m+

h R\ 2 R\ 3
<o (Y ()
1 2|h|

M = 7 < 2

En conséquence, si h — 0 on a |e" — 1| — 0 ce qui montre que }llim el =1. O
—0

Corollaire : Les fonctions a® sont continues sur R car a® = e*2@,

Corollaire : Les fonctions log, z sont continues sur R* .

3.7.2 Prolongement par continuité

Soit f(x) une fonction et xy ¢ Dy. Supposons que la limite lim f(z) = a existe. On peut

T—T0
alors définir une fonction f(z) en posant
fw) = f@) si o g0
Flao) =a= lm f(2)
T—T0

On appelle f le prolongement par continuité de f au point xzg. On a cette fois xg € D 7
Remarque : En général, la nouvelle fonction sera encore notée f par un abus de notation.

Exemples :

1) La fonction f(z) = e

indéfinie en zéro peut étre prolongée par continuité en posant

sin x
=1.

f(0) =1 car on vient de voir que lim
z—0 T

2) Soit

Trouver ¢ pour que f soit continue en 1.
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Solution : On a

(2° - D(Vz+1)

lim f(x) = lim

rx—1 rx—1 x—1
lm (-1 (2?2 +z+1) (VT +1)
_:L"%l z—1

= lini(xz +z+1)(Vr+1)=6.
T—

Il faut poser ¢ = 6 et on peut alors écrire

fl@)=(@*+z+1)(e+1)  Dj=Ry.

Théoréme 3.21. Toutes les fonctions élémentaires définies au paragraphe §3.3 sont conti-
nues sur Dy.

3.7.3 Propriétés des fonctions continues

Théoréeme de Bolzano :
Soit f(z) une fonction continue sur l'intervalle I = [a;b] avec f(a) < 0 et f(b) > 0. Alors il
existe un x¢ € I avec f(xg) = 0.

Corollaire : Si f : [a;b] — R continue avec f(a) = c¢1 et f(b) = c2, alors pour tout ¢
compris entre c; et cg, il existe zg € [a;b] avec f(xp) = c.

Théoréme 3.22. Soit f(x) une fonction continue sur lintervalle fermé I = [a;b]. Alors
f(x) atteint son mazimum et son minimum sur I, c’est-a-dire qu’il existe Ty, xpr € I avec

flzm) = f(z) Veel et flzm) < f(x) Vxel.
ATTENTION : ce résultat est faux si I est ouvert. Exemple : f(z) =z et I =]0;1].

Théoréme 3.23. Soit f(x) une fonction continue sur I. Alors

[ estinjective <= f est strictement monotone.

DEMONSTRATION :
<= il est clair que, pour une fonction strictement monotone, x # y implique f(x) # f(y)

—> On montre la contraposée : Supposons f non strictement monotone. Alors il existe
Ty < x9 < w3 avec f(x1) < f(z2) et f(x2) = f(x3) (ou le contraire mais la preuve est la
meéme). Si f(z2) = f(x3) alors f n’est pas injective et c’est terminé.

On peut donc supposer f(z2) > f(x3). Mais alors il existe ¢ avec f(z1) < ¢ < f(x2) et
f(z2) > ¢ > f(x3). Par le corollaire précédent, il existe dont & € [z1;x2] et & €|xg; xs]
avec f(&1) = cet f(&2) = c. Donc f n’est pas injective. O

Contre-exemples : I’hypothese de continuité est essentielle :



Chapitre 4

Dérivées et applications

4.1 La dérivée

4.1.1 Définitions

Soit y = f(x) une fonction continue, o € Dy un point fixé et Az > 0 l'accroissement.

Calculons
Ay _ flxo+Ax) = f(zo) _ flzo+ Az) — f(z0)
Az (xo + Az) — x0 Az '
oo o Ay : : .
Interprétation géométrique : Ar = la pente de la droite qui passe par les points

P(xo; f(x0)) et Q(zo + Az f(xo + Ax)).

Interprétation physique : si x = ¢ est le temps et y = f(¢) est la distance parcourue,

A
alors X?z est la vitesse moyenne durant le temps At.

A
Que devient 2V GiAr—07
Ax

Géométriquement, on aura la pente de la tangente au graphe de f passant par P(xo; f(x0)).

Physiquement, on a la vitesse instantanée au temps t = tp.
On pose alors la définition suivante :

Définition 4.1 (Dérivabilité). On dit que la fonction f(z) est dérivable au point zg si
la limite

i 4 (Z0+h) — f(=o)

h—0 h

existe. Cette limite est appelée la dérivée de f au point x(. Elle est notée f/(zg).

65
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Ainsi

f/ (330) = lim

h—0

f(zo+h) = f(zo)
- .

Autre notation : of if J
/ = — = — . g —y

f'(xzg) = la pente de la tangente au graphe de f au point (xo; f(z0))-

Définition 4.2. Soit f(z) une fonction et I C Dy un intervalle. Si f’(z) existe pour tout
x € I, on dit que f est dérivable sur I. La fonction f’'(z) est appelée la dérivée de f
(sur I).

A,

= (x) = @f(x) ou encore f’

Autre notation : la dérivée de f(z) est aussi notée f'(x)

s’'il n’y a aucune ambiguité sur la variable.

Autre notation : on note
dx l'accroissement infinitésimal de la variable =
dy Vaccroissement infinitésimal de la variable y.

Siy = f(x) alors f'(x) = % et donc dy = f'(z)dz

Exemple 4.3. Soit f(x) = ax + b. Alors

1oy — i L@ D) = ()
fi(z) = lim o

h—0

iy M) b= (e tb) g eh e
h—0 h h—0 h

Ainsi (az +b) = a.

Application : équation de la tangente a un graphe

Soit f(z) une fonction continue et P(a; f(a)) un point du graphe de f. Alors I’équation de
la tangente au graphe de f passant par P est :

y=f(a)(@ —a)+ f(a).

Théoréme 4.4. Soit f(x) une fonction. Si f(x) est dérivable en xo alors elle est continue
en ce point.

ATTENTION : la réciproque est fausse!
Exemple : la fonction f(z) = |z| est continue mais pas dérivable en 0. En effet, on a

. 0+h)— f(O . h .=
o L= o Bl o 2=
alors que
lim FO0+h) = 1(0) = lim ﬁ =1.
h—0t h h—0+ h
f(h)

Donc f/(0) = ’llli)I%) — n’existe pas.
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4.1.2 Exemples
1. Soit f(z) = 2. Alors

— 2 _ .2 2) 2
f(z) = lim flth) = f) = lim M = lim Zeh+ W7 = lim 2z 4+ h = 2z.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Ainsi f'(z) = 2z.
2. Soit f(x) = +/x. Alors pour x > 0, on a

oy o Nrth—=Vro r+h—z 1 1
f(z) = lim = lim = lim =
h =0 h(vVz +h++/x) h=20r+h+Vr 2y

h—0
car v/x est continue.

h
Si x = 0, on trouve flLir% o= +o00. La fonction \/x n’est pas dérivable en 0. La tangente
_)

est verticale.

3. Soit f(x) Alors
h+z _ _x h,x _ _x h _ 1
f'(z) = lim = lim =5 = lim e
h—0 h—0 h—0
h+ i+ 8+ L

— %] 2 3! — % . i 1 4

¢ - lim N e m —l— + 31 + 10 +

—R(h)

=e”.

On a bien lim R(h) =1 car
h—0

h  h* K Bl (RN (IR
|R(h)—1| ’ +§+E+ ’ 2+< +<> =+ ...

:m 1+@+ @ 2+ @
2 2 2 2
B L1 S S [ B St

— 9 n| — 9 _
21_7 2 — |h|

0.

Ainsi (e®) = e”.
4. Soit f(z) =sinx. Alors

, . sin(x +h) —sinz 1 ., x+h—2x r+h+zx

— — lim =92 sin(E T g
i e
sin(h/2) ‘cos(Qm;h)

— lim sin(h/2) lim cos(2x +h
h—0 h/2  h—0

=1-cos(x).

)
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Ainsi

(sinz)’ = cosx

4.1.3 Régles de calculs

Soient f, g dérivables sur I. Alors

M | (af +Bg9) =af + B4 La dérivée est une opération linéaire.

) | (fo)'=Ffg+fd

DiM :
(Fo)(z) = lim flz+h)g(z +hh) — f(2)g(z)
— i HEER I gy 4 ) LR =)
= f'(z)g(z) + f(x)g(z)
Corollaire :

(S =Ff+rff=2ff
Y =N =P+ 12 =201+ 12 =372

Par récurrence :

(f") =nf ey

<1>’__f’
VA

DEM : En dérivant ’égalité f - 7 = 1 a l'aide du point (II), on obtient

pl s (Y L
fogtd (f) !

(111)

ce qui donne <1>/ = —f—,
a )T

Corollaire 1 :

(f)' _fla—1d
g 9P

(f—n)’ _ _nf—n—l . f/

Corollaire 2 :
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(IV) Fonction composée : soit ¢(x) = g(f(z)) = (go f)(x). Alors

DEMONSTRATION :

. {20+ 1)~ o(J(0)) Fanh) = Fzo)

=0 flxo+h) = fzo) h
On pose u = f(xg+ h) — f(xo) avec u — 0 si b — 0.
-ty KL =IO,
=¢'(f(x0)) - ['(20)

Quelques propriétés qui en découlent

1. Soit ¢(z) = g(ax). Alors ¢'(z) = ¢'(ax) - (ax) = a - ¢'(az).

69

Corollaire : Si f(z) est paire (resp. impaire) alors f’(x) est impaire (resp. paire). En
effet, si on dérive 'égalité f(—z) = f(z), on obtient f'(—z) - (=1) = f'(z) et donc

f'(=x) = = f(2).

2. Soit ¢(z) = g(x+T). Alors ¢/ () =g (+T) - (z+T) =g (x+T).
Corollaire : Si f(z) est périodique alors f’(z) I'est aussi.

4.1.4 Dérivées des fonctions élémentaires

A) Fonctions polynomiales :
f(z) =2a" D, f'(z) = nz" L.

Si f(x) = P(x) = Zakm‘k alors par (I), on a
k=0

= Z kapz* ' = napz™ 4+ 2001 + ay.

B) Fonctions rationnelles et irrationnelles
Si f(x) = 27" alors par (IIT) on a f'(z) = —nax~""1.
Si f(z) = ™™ alors

n m d
fay=am |
n- f(z)" f(x) = ma™ !
m—1 m—1
' m. o _m_
! (x) T on f(ﬂ? n—l n (:Cm/n)” 1
_ma™m e
n $m—% n
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En conclusion : @ zd = qpd! Vq € Q.
dx
d
Bt par (IV), on a @) =g (@) )

1
Exemple : f(z) = /24 + vz = (z* + V)1 = (x4 —i—iL'%)g. Alors

/
Fa) = 3+ VD) (ot 40t
1 1
— g(lA + \/5)—2/3 . (4.233 + §$—1/2)
1 4a3 + ﬁ

RO

C) Fonctions trigonométriques :
e On a démontré que (sinz)’ = cosx.

o f(x) = cosx = sin(§ — x). Alors

(cosz) = [sin (— - x) ]/ = cos (g - x) (—1) = —sinx.
o f(x) =tanz = si)r;:;. Alors

sin’ cos — sin cos’

f=

cos?
2 w2
1
_ cos —|-2SIH _ 2:1+tan2.
cos cos
Ainsi
tanx) = =1+ tan’(zx
(tan ) = oy = 14 tan’(2)

D) Fonction exponentielle : Comme (e*)" = e® et par (IV) on a

(ef(a:)), = /@ . ().

T = e¥Ina alors

Maintenant, si f(z) = a
f(z) =e*™% . Inag = a®Ina.

Ainsi

(@®) =a®-Ina
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E) Fonctions hyperboliques

e Soit f(z) = coshx = %. Alors par (I) et D), on a
f(z) = 1 (" — e ) =sinhz
5 .
e Soit f(z) =sinhz = 3 (e — e *) Alors
f'(z) = % (e® — (—1)e™") = coshz.

4.1.5 Dérivée de la fonction réciproque

Soit f(x) une fonction bijective et f~!(y) sa fonction réciproque. On désire calculer (f~1)(y)
connaissant f'(z).
On suppose f’(z) # 0. Par définition de f~!, on a

(fof Hw =y

et en dérivant par rapport & y et en utilisant (IV), on trouve  f/(f 7' (y))- (f 1'(y) =1
ce qui donne

—1\7 o 1

VW =50
n notant x = ! on obtien -1/ = L .
En notant = = f~!(y), on obtient (f~') (y) e

Exemples :
(1) Fonctions logarithmes :
Appliquons la formule & f(z) = e* et f~!(y) = Iny. Comme f’(z) = €, on obtient

1 1 1

W= Ty e Ty
Corollaire : (In f(z)) = ];/((;)) .

(2) Fonctions trigonométriques inverses :

e Soit f(z) =sinz et f~!(y) = arcsiny. Comme f’(z) = cosz, on a

1 1
(arcsiny)’ = , = .
cos(arcsin y) 1—y2

La derniere égalité a été démontrée dans la série 6.
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e Soit f(z) = cosz et f~1(y) = arccosy. Comme f’(z) = —sinx, on a
1 1
(arccosy) = — =—
— sin(arccos y) 1—y2

e Comme (tanz) =1+ tan?x, on a

(arctany)

1 1
I pu— =
1 + tan?(arctany) 1+ y2

(3) Fonctions hyperboliques inverses :

e Comme (sinhz)’ = coshz, on a

1 1

(arcsinh y) = =

cosh(arcsinh y) | /y2 4+ 1

On a utilisé ici le fait que cosh? u — sinh?u = 1 et donc que coshu = v/1 + sinh? u.

e De méme on montre que

(arccosh y) = —— y>1

4.1.6 Quelques exemples

1. Quelle est la dérivée de f(x

) = x“ avec a € R.

Définition : % :=e

o, alnz

Cohérent avec la définition précédente si a € Q .

Alors
f/(l’) _ (ealnx)/ — ealnaj (Oéhl.’L‘)/
_ ealnx Co- 1
X
et
—a-—=q- 27!
i
Ainsi

2. Comment dériver la fonction

fla) = u(e)@ 2

D’abord, comment est définie f(x)? On pose

et Dy = {z | u(z) > 0}.

f(a:) — ev(x) In(u(zx))
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Notons que u(z)"® n’a de sens que si u(z) > 0. La dérivée vaut alors

U

v (%L’U / )

=u'-|—+vinu].
U

Exemple : Calculons 1’équation de la tangente au graphe de la fonction f(z) = x»%
au point P(m;1).
On a Dy =R%.

1 ooy _ vlin(u) uil /
ff=wW")=e : ‘v +v Inu

. 1-si
f'(z) = 2*™" <sm:): + COSZL’ID:L’) .
z
En P(7;1) on obtient f’(7) = —Inm. L’équation de la tangente est donc

y=—lnm-(z—7m)+1=—(lnm)x+1+xlnm.

4.2 Dérivée des fonctions implicites

Courbe : (v) : 222 —y® + In(zy) —1 =0 *)

Autour d’un point P fixé, cette relation définit une fonction y = y(z) (pas nécessairement
analytique) et 'équation (*) s’écrit

d
222 — y(z)® + In(zy(z)) —1 =0 .
1-y(x) + zv/(x
e = 3y (o) H P
Au point P(1;1) on obtient
1 (1
4_3y’(1)++?1J() -0

5
ce qui donne 2y'(1) =5 d’out y/(1) = 3
Ainsi, sans trouver explicitement la fonction y = y(x) on a pu calculer sa dérivée en un
point donné.

Ce procédé s’applique naturellement a toute relation de la forme

F(x,y)=0.

Exemple : Calculons les pentes des tangentes au graphe de ellipse
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On dérive cette relation par rapport a x pour obtenir

2 2yy
2zt =Y
ce qui donne
/ v .
Yy = ——5 - — = pente de la tangente au point P(z,y) el
ay

Angle entre deux courbes

Soient I'; et I's deux courbes s’intersectant en un point P. On définit ’angle entre 2 courbes
au point P comme ’angle entre leurs tangentes au point P.

On a |0] = |2 — 61]. Si ¥} est la pente de la tangente a I'y en P et y), la pente de la tangente
al's en P, alors
tan0; = y] et tanfy = y5. On a donc

tan 0y — tan 6 b —
|tan9|:|tan(92—6’1)|=’ an o an b :’92 ,3/1, )
1+ tan 67 tan 6y 1+ 91y,
Donc
r
ran| = | =0
1+y1y2

Exemple : Calculons I'angle entre les courbes
Iy = f(z) =a2?

et
y:y=g(x)=x

au point P(1;1).
[y1:  f'(x) =2z et donc au point P : y} =2

Iy: ¢(x)= 275 et donc au point P : y5 = 3 On obtient

1
3
1

2-3

1+2.2°

tanf = T
3

ce qui donne 6 = %
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4.2.1 Représentation paramétrique

{ x = x(t)

y=y(t)

On veut trouver la pente de la tangente au graphe en un point donné.
On introduit la notation :

Courbe I' :

_d
ot
d d
Ceci donne d—f = &(t) et di: =y(t) .
Donc dx = @(t) - dt et dy = y(t) - dt. Alors
y_dv_ i)
dr  &(t)
Exemple :
x =tsint — &(t) =sint + tcost
y=1t>+cost = g(t)=2t—sint
Et donc

r_ Y 2t —sint
& sint 4 tcost

Au point P(0; 1) (¢ = 0), on obtient

2t —sint L07 2 Rb 521

y/|P =

Représentation polaire

Si la courbe est donnée sous forme polaire p = p(p). Alors

plp)sing + p(p) cosp ()
p(p) cosp — p(p)sing |p

y,|P =

Exemple : p = \/cos(2¢p).

sint +tcostli=o 0 _Sitﬂ—i—cost 1+1

1

2

On veut trouver la tangente horizontale dans le quadrant I ( 0 < ¢ < 7/4).

On cherche donc le point P tel que y'|p = 0. En utilisant (*), on obtient I’équation

plp)sing + p(p)cos =0.  (xx)

75
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En dérivant la fonction donnée p(¢) = y/cos(2¢) par rapport a ¢, on trouve

() = 5 cos(2p)F - (~sin(2p) -2
B sin(2¢)

cos(2¢p)
et donc I’équation (**) devient (apres simplifications)

— sin 2 sin ¢ + cos 2¢ cos ¢ = 0 — cos(3p) = 0.

Donc ¢ = %

4.3 Théoreme de la moyenne

4.3.1 Quelques théoremes

Définition 4.5 (Fonction C'). Une fonction f(z) est dite contintiment dérivable sur
I C Dy si f'(x) existe et est continue sur tout /.

On note C'(I) I'ensemble des fonctions continfiment dérivables sur I.

En bref : f(z) € CY(I) <= f'(x) € CO(I).

Théoréme 4.6 (Théoreme de Rolle). Soit f(x) continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b]
avec f(a) = f(b) = c alors il existe & €]a, b| tel que

f'(§) =o.

DEMONSTRATION :

Si f(x) = c alors f'(z) =0 et le théoréme est trivial.

Considérons la fonction g(z) = f(z) — c. Alors g(a) = g(b) = 0. On peut supposer que a et
b sont des zéros consécutifs et admettre que g(x) > 0 sur ]a; b].

Soit £ le point ou g(z) atteint son maximum. Pour A > 0, on a

9§+ h) < g(&)

et alors

(g6 +h)—g(§) <0 (%)

SRS

Pour h < 0, on a
g9(€+h) <g(§)

et donc

(g(€+h)—g(§) >0 (%)

S
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Comme g est dérivable, on a

J€) = lim + - (g(€+ 1) —g(€) = lim ~- (g€ +h) - g(€)).

h—0- h

Cette limite ne peut étre que 0 vu (*) et (**). Donc ¢'(§) = 0.
O

Théoréme 4.7 (Théoreme de la moyenne). Soit f(z) continue sur [a;b] et dérivable sur
la; b[. Alors il existe un & €|a; b[ tel que

DEMONSTRATION : On considere la fonction

qui satisfait aux hypotheéses du théoreme de Rolle. Alors il existe & €]a;b| avec ¢'(§) = 0,
ie.

ce qui donne la conclusion cherchée.

Corollaire 4.8. Si f'(z) =0 pour tout x € I alors f est constante sur I.

DEMONSTRATION : En effet si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver Ja;c[ C I avec
f(a) # f(c). Mais alors il existerait £ €]a;c[ avec

fle) = f(a)

cC—a

f'€) = 70

ce qui contredit '’hypothese. O

Corollaire 4.9. Si f'(z) = ¢'(z) pour tout x € I, alors f(x) = g(z) + C pour tout x € I.

Corollaire 4.10. Soit f(x) continue sur I = [a;b] et dérivable en tout point x # xo.
Supposons que lim f'(x) existe. Alors f est dérivable en xq et
Tr—ITQ

f'(@o) = lim f'(z)
T—T0
(i.e. ' est continue en xg).
Autrement dit, les seuls types de discontinuité (cf. §3.7) pour la dérivée d’une fonction
continue sont les types II et III. Le type I ne peut pas se produire pour f’.
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DEMONSTRATION : On a par le théoréme de la moyenne appliqué aux points xg et xo + h :

f(wo + h}i — f(2o) = f/(¢) pour un § €]zo; xo + h[

ce qui donne en passant a la limite quand h — 0 :
f'(@o) = lim f(€)
§—xo

O]

Théoréme 4.11 (Théoreme de Cauchy). Soient f,g deux fonctions dérivables sur [a;],
avec ¢'(x) # 0 pour tout x € 1. Alors il existe & € I avec

f'©) _ f) = f(a)
g€ g)—gla)

DEMONSTRATION :
On considere la fonction

qui satisfait aux hypotheses du théoreme de Rolle (h(a) = h(b) = f(a)). Il existe donc &
avec h/(£) = 0. Mais comme

on en déduit que

4.3.2 La regle de Bernoulli-I’Hospital

Théoréme 4.12 (Regle de Bernoulli- I'Hospital). Soient f, g deux fonctions dérivables sur
I =|a;b] telles que pour tout x € I on ait g(x) # 0 et ¢'(x) # 0.
Supposons que

e lim f(z)= xlglIllJr g(x) = a avec a =0 ou o0

z—at
/
) xlglr11+ 5’8 = u avec p € RU {—o0; +00}.
Alors
lim @) =u
z—a’t g($)

Remarque 4.13. La régle reste valable si 'on remplace a™ par b~, par a ou par £oo.
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DEMONSTRATION :
(I) a=0et peR.

Posons b = a + h. Alors le théoreme de Cauchy implique qu’il existe & = a + 0h avec
0<f<let

f'la+6nh) _ fla+h)— f(a)

g(a+0h)  gla+h)-gla)
Comme f(a) =g(a) =0, on a

f'(a+ 6h) _ fla+h)
g (a+6h) gla+h)

Sib— a, alors h — 0, 6h — 0 et £ — a. On a donc

mf(a+9h) lim fla+h)

haog(a—i—ﬁh) h—0 g(a+ h)
f1© _ . )

= g g

f@) . f@)

— lim
z—a g (x) x—>a g(x)

O
1 1 z—at
(I) & = +o0 et pu # 0. On a, par hypothese, que I — 0.
Posons L = lim 9(x) Alors
z—at f(x)
/ _ 2. pr
PR 5 NS V7o BN (V7 (o) R Vo ¥ €0
e F@) " aar 1/g(@)  enar (1/g@))  atar —1/g@) - ¢(@)
2 / 2 /
o 22 P@ (o a@Y o P@)
z—a™t f(l‘)Q g’(x) z—a™t f(l‘) r—a™t g/(l‘)
1
En divisant par L?, on obtient 7 =H d’ou1 'on en déduit que
o f@) 1
1 g
st g(x L M
O
Exemples 4.14.
1. f(z) = sin 2 Alors
sinz p-g. ,. (sinz) . cosx
lim =" lim —— = lim =1.
z—=0 X z—0 T z—=0 1
2. f(z) = zlnz. Que vaut lir% f(z)? On a
T—
Inx —00
hmxlnx—hm— =
z—0 z—0 /x oo
B Jim 71/x = lim(—z) = 0.

z—0 —1/5[?2 z—0
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Ainsi
Iimzlnxz =0
x—0
3.
x2 00
lim — (: —)
z—o0 ¥ o0
B-H. ,. 2 00
=" lim — (: —)
rz—o0 et o0
B 2
PA im 2 —
r—00 e¥
2
Donc lim o 0.
x—00 el
4. - b
limsm x:h cos x:l
z—0 T xz—0 1
5.
. Inz  B-H . 1/
lim ————— =" lim
z—o0 In(z3 In x) | 3 9
R : (7 + 3x In $)
>Inxr "z
. 2?Inzx
= lim ————+—+—
z—o0 2 + 322 nx
. Inz
= lim —
z—oo 1 +3Inx
1
=lim ——— = — .

z—oo 1/Inz+3 3

Expressions indéterminées de la forme oc?, 1°°, 0¥

Considérons la fonction ¢(x) = u(x)"®) et supposons que
lim ¢(x)

soit de la forme indéterminée 0° ou 1 ou oc”. On leve I'indétermination en procédant
comme suit :

1. On applique le logarithme :
In¢(z) =1In {u(m)”(x)} =v(x) - In[u(z)].

2. L’expression
lim In¢(z) = lim v(z) - In[u(z)]

est maintenant de la forme 0 - (+00) que l'on transforme en une expression de la forme
% ou 2. On applique alors la regle de ’'Hospital pour calculer limIn ¢(z) = L.

3. On applique 'exponentielle :
lim ¢(z) = er.
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Exemples 4.15.

1. o? : soit ¢(z) = . Calculons lim x%. On a

Tr—r00
1 |
Ing(x) =—-Inz = i
x T
et la limite vaut | )
i F B VT
T—00 I S |

Ainsi lim (In ¢(x)) = 0 ce qui donne (en appliquant e”)

T—r00

lim ¢(z) =€ = 1.

T—00

1
2. 1% : soit ¢(z) = x1-=*. Calculons lim1 ¢(z). On a
T—

1 Inx
o) = =
et le passage a la limite donne
: . lnz pm . 1/x 1
Aol =T T M s T

Finalement on a donc

3. 1°° : Calculer la limite

x-)ﬂ‘ﬁ‘;v_/'
=¢(x)
On a | )
In¢(z) = = - In(1 + 2?) = n(1+a7)
x
et

z—0t

On en déduit que lim ¢(z) = € = 1.

4. 0° : calculons
lim (sinx)® (=0%).
~——

z—0
=¢(z)
I si
Onalng(x)=x-lnsinz = nls/lnx. Par I’'Hospital, on a
x

Insinz B-p. ,. cosx/sinx
z—0 x—0 1/I x—0 fl/SC

z—0sinxr x—0

En reprenant ’exponentielle, on obtient

lim (sinz)” =€ = 1.
z—0

lim In ¢(z) (: 0) B, 20/

81
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82
4.3.3 Comparaison des croissances des fonctions (Inz)%, 2% et ¢7®

Théoréme 4.16. Pour tout 8 > 0, on a
1
lim — = 0.

T—00 xﬁ

La fonction In(x) croit moins vite que toute puissance positive de z.

DEMONSTRATION :
| R 1 1
g PF B Ve L)
r—o0 1B o0 Bl  z—oo BxP
O
Corollaire 4.17.
l (67
Ya, > 0, hmI}x:O
r—00 I

Le théoreme précédent implique qu’il existe X; € R avec Inz < x2e pour tout x > Xj.

DEMONSTRATION :
Alors 5
0 In®z 22 1 a50 0
B S B T E ’
Corollaire 4.18. Va >0, Va > 1
(0%
lim ro_ 0
x—o00 qF

La fonction a® (a > 1) croit plus vite que toute puissance de z.

DEMONSTRATION :

On pose f=Ina >0 cara > 1et x =Int en notant que xr — oo < t — oco. Alors
(Int)e

(0%
(par le corollaire précédent.)

lim & =1
zl—>nolo a®t tioo eblnt
Int)®
— i D7
t—00 t/B

Corollaire 4.19. Pour tout polynéme P(z) et tout p > 0, on a

lim P(z)e ™ =0
T—00

Corollaire 4.20.
lim z%(Inz)" = 0.
z—0t
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DEMONSTRATION :
On pose = e~ t. Alors t — oo lorsque  — 01. Donc

: a n__ 1 —to 4\ 1\
xlgg{rx (Inz) —tlirgoe (=) (—1) o 0.
O
4.4 Dérivées d’ordres supérieurs
Si f/(x) est elleeméme dérivable on note
(@) = (/'(2))

et ainsi de suite fO(z), fH(z), ..., f™)(z).
L'opératenr différentiel se note - au liew d dd,

opérateur différentiel se note —— au lieu de — (——
Exemple : si f(z) = sin(x) alors

fl(x) =cosz f"(z)=—sinz fO)(z)=—cosz fW(z)=sinz

Définition 4.21. Si (™ existe et est continue sur I on note
fecn(I)
et U'on dit que f est n-fois continiment dérivable.
On définit
=Jcr )
n
C’est 'ensemble des fonctions dont toutes les dérivées sont continues.

Exemple : e € C*(R)

o SifeC"I)etgeC™(I)alors f+geC™(I) et

(f 4+ ¢)™ = f) 4 g0

Formule de Leibniz

e Sif,geC™(I)alors f-ge C™(I)etona

()™ :Zn:< ).f<n—k>.g<k>
k=0

ot f(O = f. La démonstration, qui se fait par récurrence, est analogue & celle pour la
formule du binéme.
En particulier :

(fg)" = f”g +2fq + fg"
(f9)® = fOg+3f"g +3fg" + fg®
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4.5 Etude de fonction

4.5.1 Croissance et extremum

Dans toute cette section, f(x) désignera une fonction continue sur son ensemble de définition.

Théoréme 4.22. Soit f une fonction continue sur I = [a;b] et dérivable sur |a;b[. Alors
f est croissante <= ' >0 sur]a;b|

De plus, si f' >0, alors f est strictement croissante.

DEMONSTRATION :
C’est une conséquence du théoreme de la moyenne. Soient ¢ < d € I alors

d) —

f(d) — f(c) = f(¢) avec £ € [¢;d].

d—c

Donc
f(€) =20+ f(d) = f(c).

De plus, si f/(§) > 0 alors f(d) > f(c). O

Définition 4.23.

e 1 € Dy est un maximum absolu de f si f(z) < f(zo) pour tout x € Dy.

e 1y € Dy est un maximum relatif (ou local) s’il existe un voisinage
ve(o) =]zo — €5 O + €]

de ¢ tel que f(z) < f(xp) pour tout x € ve(xp).

Définitions analogues pour le minimum.

On dira extremum pour maximum ou minimum.

ATTENTION : Un extremum absolu n’existe pas toujours sur R. Exemple : f(z) = arctan x.

Théoréeme 4.24. Si xg est un extremum de f(x) sur I = [a;b], alors
(i) soit xg =a ou xy=>b
(i1) ou /() = 0

i1) ou f'(xzg) n'existe pas.
(iti) ou f'(zo) P

Définition 4.25. Un point zg tel que f'(xo) = 0 est appelé un point stationnaire.
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Un point stationnaire n’est pas nécessairement un extremum.
Exemple : f(z) = 2. Alors f/(z) = 322 et donc f/(0) = 0. Mais zop = 0 n’est pas un
extremum mais un plat.

La condition nécessaire et suffisante pour avoir un extremum en xy est donnée par le
théoréme suivant :

Théoréme 4.26. Soit f(x) une fonction dérivable dans un voisinage de xy mais pas
nécessairement en xg. Alors

xo est un extremum <=  f'(x) change de signe en xg.

Plus précisément si
(i) f'(z) <0 (respextivement > 0) sur |zg — & ; xo| et si
(i1) f'(x) >0 (respectivement < 0) sur |xo; xo+ [

alors xqy est un minimum local (respectivement un maximum local).

DEMONSTRATION : C’est une conséquence du théoréme 4.22. O

Un cas particulier de ce théoreme est le suivant :
Proposition 4.27. Soit f une fonction continue et xo un point stationnaire (f'(xg) =0).
(1) Si f"(x) > 0 dans un voisinage de xq, alors xo est un minimum local .

(2) Si f"(x) <0 dans un voisinage de xy alors xq est un mazimum local.

(3) Si f"(z) change de signe en xq alors xq est un plat.

DEMONSTRATION :
(i) Le théoreme de la moyenne appliqué a la fonction f’'(z) et a lintervalle Jzg; xo + h[

donne , h ,
f(fl?()—f— Z_f(x()) :f”(f)

avec £ entre xg et g + h donc £ = g + 0h ot 0 < 6 < 1. Ceci donne

>0 sih>0

f’(:r:o—i-h)=f/(3?0)+h'f”<m0+0h),:{ <0 sih<0

=0 >0
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Ainsi f’(z) change bien de signe en xg et z( est un minimum local.

(ii) idem O

Exemple 4.28. f(z) =222 +10
f'(z) =4z f(z) =4 = f(0)=0 1(0)=4>0.
Le point = 0 est donc un minimum.

ATTENTION :

f'(xo) =0 += Zo est un extremum

xo est un extremum #= fl(xg) =0

W

Exemple 4.29. f(x) = 23(z3 — 1)5.
f(z) = 33:2(3;3 — 1)% +

Tableau de signe :

En z =1: f/(x) n’existe pas mais f’ change de signe — extremum.
Enz =0: f/(0) = 0 mais f’ ne change pas de signe — pas d’extremum mais un plat.

Enz = \3/% on a f’ = 0 et change de signe. — extremum.

4.5.2 Courbure et point d’inflexion

Définition 4.30. Soit f € C2%(I). f est dite convexe sur I si f”(z) > 0 pour tout x € I,
c’est-a-dire si f’(x) est croissante sur I.

f est dite concave sur I si f”(z) < 0 pour tout z € I, c’est-a-dire si f'(x) est décroissante
sur [.
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Autre caractérisation

1) Le graphe d’une fonction convexe (resp. concave) est toujours situé au dessous (resp.
au-dessus) de la corde PQ ou P et @ sont deux points du graphe.

2) Le graphe d’une fonction convexe (resp. concave) est toujours situé au dessus (resp.
au-dessous) de ses tangentes.
Graphes :

Définition 4.31 (Point d’inflexion). Soit f une fonction. Alors zg € D¢ est un point d’in-
flexion de f si f”(z) change de signe en z.

ATTENTION : Comme pour les extremums, il ne suffit pas que f”(zg) = 0.

Propriété géométrique : en un point d’inflexion, le graphe passe de 1’autre co6té de
la tangente en ce point.

_2
Exemple 1 : f(z) = Jx. fl(z) =323 fi(z)=—-2 9/1;
f" change de signe en 2z = 0 bien que f’(0) n’existe pas en ce point (la tangente est verti-
cale). On a donc un point d’inflexion.

Exemple 2 : f(x) = 2% — 2. fl(x) =423 — 1 f(x) = 1222
On a f”(0) = 0 mais f” ne change pas de signe. Pas de point d’inflexion en 0.

4.6 Développement limité et série de Taylor

4.6.1 Définitions

Lemme 4.32 (Approximation linéaire). Pour a € Dy fizé, on a

fla+h) = fla)+ f'(a)-h+r(h) (%)
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ot r(h) est une fonction satisfaisant

lim r(h)

——= =0.
h—0 h

DEMONSTRATION : Posons r(h) = f(a+ h) — f(a) — hf'(a). Alors

)
r(h) _ fla+h) = fla)
= BRI i)

et on a bien lim T(hh) = f'(a) — f'(a) = 0. O

h—0

En posant = a + h, "équation (*) devient

fx) = f(a) + f'(a) - (x — a) + Ra(2)

R
avec lim 1(x)
T—=a r — Q

=0.

On va généraliser ce résultat en approximant une fonction par un polynéme de degré n :

Théoréme 4.33 (Approximation d’ordre n).
Soit f(x) € C™*(I) et a € I un point intérieur de I. Alors

"(q () (g
1) = f(@) + fa)e—a)+ DD ap g T e g
= 1](2)
im Ry(z)
avec ;1%& G—a)y 0. -
De plus, si f € C"(I), alors Ry(z) = M(CC —a)"" avec € entre a et x.
DEMONSTRATION :
: f™(a) n
Rae) = f(&) = (@)~ f@)e —a) — -~ D@ oyt et donc
/ Y / " f(n)(a> n—
Ri(@) = 1) = £1(@) = /(@) = a) =+ = L (o — 0
: n—2
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ce qui donne

Fi(a) = Rifa) = -+ = R{(a) =0.

R
Pour calculer lim Lx), on applique n fois la regle de Bernoulli-L’Hospital :
T—a (;L' — a)”

/ (n) (n) — f(n)
i 2@ ey, Fale) s ey, B (@), @) S
z—a (x — a)” z—an - (r—a)" ! z—a  n! z—a n!

Ceci démontre la premiere partie du théoreme.

Si f € C"(I), on pose h(z) = (x —a)" ! et on applique le théoréme de Cauchy n+ 1 fois.

Ceci donne (en remarquant que h(a) = h'(a) = h"(a) = --- h(™(a) = 0)
Rals) _ Ra(z) = Ra(a) Coney Ry(€1) _ Rila) — Ri(a) Concty RUE)
h(z) h(z) — h(a) W(&)  h(z)—h'(a) h"(&2)

(n+1) n+1
N A (SR A 3 _

Ceci donne finalement

f(n+1) ¢ f(n+1) ¢ .
Bulw) = hiw) - "o 1() !) =y 1() !) (z—a)t

Définition 4.34. Le polynome

T5<w>:f<a>+f'<a>(x_a)+i”’2<@>(x_a)2+...+

est appelé le développement limité d’ordre n de f(x) au point a ou aussi le polyndéme
de Taylor de degré n.
La fonction R, () est le reste d’ordre n.

Si a = 0 on obtient le développement autour du point O :

" (n)
1@ =10+ 70w+ T2 g O g )

(n+1)
avec Ry(x) = m 2"t et 0< 0 < 1.
Exemple 4.35.
f(x) =cosx,a=0,n=3:

1" (3) .
$@) = 10+ f O+ T+ 00 1y
=1+4+0-z— %x2+0-3:3+R3(x) = 1—éw2+R3(:r)
——

=T3(x)
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Série de Taylor

Si f e C®(I) et si Ry(z) “==5 0 pour tout z € I, on obtient la série de Taylor en a qui
converge vers f(z) :

() (g
fy =3 T ap
k=0

Notation de Landau

Soit f(x) et g(x) deux fonctions s’annulant en a. On dit que

f=o(9) enr=a si lim@:O.
z—a g(x)
Exemples :
3
e 5223 = o(2?) (en a = 0) car lim = lim 52z = 0.
z—0 I z—0
1—
e 1—cosz=o(x) car lim STOT g (cf. formulaire et tables)
z—0 x

Avec cette notation, on a

pour le développement limité autour de a = 0.

Propriétés :
A) Si f=o0(g) et g =o0(h) alors f =o(h) .

B) Si fi =o(g1) et fo = o(g2) alors fifa = o0(g192) -
C) Si f=o0(g) et h=0(g) alors f +h = o(g).

ATTENTION :
o(g) —o(g) # 0.

Exemple : 413 = o(z?) et 2° = o(2?) mais 423 — 23 = 323 = o(2?) .

4.6.2 Exemples

1. Soit f(x) =e" et a = 0.
Comme f'(z) = e* = f®*)(z) pour tout k > 1, le développement limité d’ordre n est
donné par

an (0
e’ = £(0) + f'(0)x + ) 2( )$2—|—-~+ / n'( )$”+Rn(x)
1 2 1 n
:1+x+§a: +'~‘+mx + Ry (x)
(n+1) n+1
avec Ry (z) = Jr(bz) gt = L e

(n+1)! (n+1)!
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R, (x) converge vers 0 pour tout z lorsque n — oo (cf. chapitre 2). Donc la série de
Taylor converge vers f et on a

x - 1 k
ezzﬂx VereR
k=0

Développement limité d’ordre 1 :
onae® =1+ x4+ o(z). Ceci donne e* — 1 = x + o(x) et donc
e’ —1 o(x)

lim =lml+—==1
z—0 X z—0 T

par définition de o(x). Ainsi autour de x =0, on a e* — 1 ~ z.

2. Soit f(x) = T2 et a=0.
Ona f(0)=1et
f'(=) —(1Jr1$)2 —  f(0)=-1
'@ = G - S0=2
@) = () s = 0= (1) !

Le développement limité d’ordre n autour de a = 0 est alors

1 1 _ 2 .3 4 1\,
1+x_1 r+a°—a’+uw + (=1)"2" + Ry (x)
avee (n+1) +1
Rn(SC) _ f (5) . £n+1 _ (71)71—1—1 . 5

(n+1)! (T+¢n+t

ce qui donne la série de Taylor

1+zx prd

! —i(—x)k Vo e] —1;1]

C’est une série géométrique (de raison —z ) qui converge si et seulement si |z| < 1. Pour
n—oo /.
ces valeurs de x, on peut montrer que R, (z) —— 0 et donc la série de Taylor converge
vers f.
3. f(z)=sinx et a =0.
On obtient le développement limité suivant :

3 5 7
sinz =2 — — + —%4—0(3:7)

X
31 51
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frY) (0a) 2t
(n+1)!
car |f(+1)(hz)] < 1. On obtient donc la série de Taylor du sinus :

avec R, (z) = qui converge vers 0 lorsque n — oo et ceci pour tout x € R

e
$2k+1

inx = B ) LS Vr € R
sin x kZ:O( ) k1) S
4. On montre de méme que
22zt af 6
cosr=1-— +4— a—l—o(x)
o0 2k
=S (-1F 2 Vo € R
k=0
5. Soit f(z) =In(l 4+ z) et a = 0. Alors
1
@)= 1 - fO=1
1
10 =~ — 0=
2
P = iy — P02
n (_1)n+1 ) (n_l)' n n
10@) = = S0 = ()" (- 1)
On obtient la série de Taylor :
an) () (0
f(l—i—x)—f(O)—i—f’(O)-x—i—f2()x2+--~+ / n'( )x"—i-..
22 x3 ozt ‘
Sro gty ot
— 1 k+1 T
S
k=1
qui converge pour —1 < z < 1.
Si z =1, on obtient
In2=1 L + L2 + !
n2=1—-+-—-+4+—-— ...
3 45
C’est la série harmonique alternée.
Dérivée d’une série de Taylor
[e.e]
x) = Zakﬂvk alors
k=0
o
f(z) = Zk cay - xRl
k=1

On peut dériver termes a termes.
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Exemple 4.36. Considérons la série

3 5 7

x> oz
f(x)—x—§+€—7+

On a alors

série géom. 1

/ :1_ 2 4_ 6 8_
f(z) R A T 22

Vo e] —1;1]

0

est la dérivée de arctanz donc f(x) = arctanz + C. Comme f(0)

Mais
1+ 22
arctan(0), la constante C' vaut 0. On a ainsi trouvé la série de Taylor de arctan x :
R 1

tanz =2 - — 4+~ L 4 wWee-11
arctans = — — + & — — + z €] —1;1]

Si ’on pose z =1, on a

4.6.3 Opérations sur les développements limités

Soient f et g deux fonctions admettant T; (x) et T3 (x) comme développements limités

d’ordre n autour de a = 0.
Alors

T+ (z) = T (z) + T (x)
T () =
Si £(0) =

T (x) - TY(z) (en ne gardant que les termes de degré < n)
0, alors T/ () = T¢(T (2)).

Le développement limité de i s’obtient en faisant la division du polynoéme T,{ (x) par
g

le polynéme T} () en commengant par les termes de degrés les plus bas.

Exemples 4.37.

1. Développement limité d’ordre 3 de sin(e” —1) en a =0 :

sinz = — — + o(x®)

3!
2 3 2 3
emzl—l—m—i—%—l—%—l—o(x?’) = ex—lzx—l-%—k%—f—o(a:?’)
:v_13
sin(e”ﬁ—l):[ex—l]—(e(g')—i-o(x?’)
_ r? 23 1 z? 5 3
$+?+§ *6 I+?+ +O(CU)
2 3 4
_x—i-xz+CE'—6<3€3+32+0($3)>+0($3)
$2
:x+?+0(az3)



94 CHAPITRE 4. DERIVEES ET APPLICATIONS

2. Développement d’ordre 3 de In(1 + arctanx) en a =0 :

arctanx = x — % + o(z?)

2?2 2% 2

T A 4
In(l+z)=x 5 + T 1 +o(z%)

Donc

arctan? arctan®

In(1 + arctanz) = arctanz —

2 3
1 x> 2+1 x> 3+ (3)
=r———-|xz—— —x— = o(x
3 2 3 3 3
501 1
:x—%—§x2+§x3+o(a¢3)
1
=z — —2* +o(z?)
2
. e e cosx + 22
3. Développement limité d’ordre 3 de f(z) = ————— ena =0:
1 —sinz
x? z?
cosa:+a:2:1—?+o(az3)+x2:1+?+o(m3)

3

1—sinx:1—x+%+o(az3)

Division euclidienne :

4
Donc f(z)=1+z+ ga:2 + gx?’ + o(z?).

4.6.4 Application : calcul de limite

Le développement limité permet de calculer des limites indéterminées.

Exemples :
3
x
1) Le développement limité d’ordre 3 du sinus est sinz = z — 37 + o(z?). Alors
3
i r— % + o(a? 2 3
hmsmx :lim‘m—():liml—x——i—o(x ) =1.
z—0 x z—0 T z—0 3! T

2

1
2) De méme on a cosz =1 — % +o(z?) = 1-—cosz= §$2 + o(z?) et donc

y 1—coszx 5 1 N o(x?) 1
im ——— = lim - + —~% = —.
z—0 x2 z—0 2 x2 2
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3)
lim sin(3z) — 3sinz . 3z — (35!)3 —3(x — ”3“:—3,) + o(x3)
a—0 (1l —cosx) a0 gl —(1— %2 + o(z3))]
—423 + o(23)
g 1m 3—
2=0 24 o(gh)
—4 3 3
_ i S2FO@)/ o

#50 J+ oah) /P

4.6.5 Application aux extremums

Soit f(x) une fonction et a un point stationnaire. On peut utiliser le développement limité
de f(z) autour de a pour déterminer la nature de a et obtenir le résultat suivant :

Théoréme 4.38. Soit f(z) € C™(I) avec n > 2 telle que
. [la)=0

o fBa)=0pourl<k<net

o fM(a)=C#0. Alors

1 sin est pair et C >0, a est un minimum (local) ;

2 sin est pair et C <0, a est un mazximum (local) ;

3

st n est impair, a est un point d’inflexion et donc un plat.

Exemples :
A) Soit f(z) =z — sinz. Alors le développement limité autour de x = 0 est

3 3
flz) =z —sinx =2 — (z — 31 +o(x?)) = 31 + o(2?)

On a donc f(0) = f/(0) = f”(0) = 0 et f®)(0) = 1. La premiere dérivée non nulle est la
3eme. On a donc un plat en x = 0 par le point 3 du théoreme.

zt 28
B) Soit f(z) = cos(z?) :1—?—%?4—....
Alors f'(0) = f"(0) = f®(0) = 0 et fHM(0) = —3 -4 = —12. On a donc n = 4 et
C = —12 < 0 ce qui montre que z = 0 est un maximum par le point 2 du théoreme.

Remarque 4.39. Le développement limité de f(z) d’ordre n permet de retrouver f*)(a)
pour tout k < n.

4.6.6 Formule d’Euler

2 1'3 1’4

© K
T _ T r, z  z
Onae—g k!—1+x+2+3!+4!+...
k=0

Si 'on pose z = i« on obtient

(ic)? | (ie)® | (i)
2

o -
e“ =141+ 31 + 10 +...
1 o2 ot
N 2 40 T

043 a5

= cosa + 7sin«
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On a ainsi démontré la formule d’Euler :

e = cosa + isina.

On en déduit les 2 formules :

67/06 _|_ e—’LOé . e’LOé _ 6—10[
cosqg = ——— sihoeg = ————
2 21

4.7 Résolution numérique d’équations : méthode de Newton

On cherche a résoudre ’équation
f(x)=0

sur I'intervalle I, en supposant que f € C?(I) et f'(z) # 0 pour tout z € I.
Soit * la solution (que 'on cherche).

On choisit z; proche de z* et on approxime la fonction f par sa tangente :

Equation de la tangente : y = f/(z1)(x — x1) + f(21).
Intersection avec 'axe Ox :

0= f/(l‘l)(l‘Q — 1'1) + f(l‘l)

ce qui donne

~ f(a)
f'(z1)

En répétant la construction, on trouve la relation récurrente :

9 = I

T+l = Tn — f/(l‘ )
n

(%)

On peut démontrer, que si x1 est choisi proche de x* alors la suite des x,, converge vers x*.
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Exemples 4.40.

(1)

On cherche a résoudre 1’équation x = cos .
On prend f(x) =x — cosz. Alors f'(z) =1+ sinz et

Ty — COS T,

Tl = T sinz,,
Si 'on part avec 1 = % alors on obtient
xo = 0.755222 x5 =0.73914166
x4 = 0.739085 x5 = 0.739085133
Cherchons & calculer ¢/c, c € Ry, p € N*.
On prend
fl@y=at—c = [f(z)=paP!
et I'équation (*) devient
p
Tn — C 1 c 1
Tptl = Tp — px? =(1- g)xn + L

Si c € Qp et x1 est choisi dans Q, alors les x, forment une suite rationnelle qui
converge vers {/c.

Exemple : p = 3, ¢ = 2. On veut approcher /2. L’algorithme devient

2 2
Tnt1l = 3t 3s-
n

r1=1 xo=13 w3=13 x4= 5o x5=1.25992105002

Pour x5, lerreur est de 10719,

Probléme possible :

Exemple :
f(z) = 2® 4 22% — 5z — 6.
En partant de g = —1.905985711, on trouve
x1 = 0.337561961
xg = —1.905985711
x3 = 0.337561961
x4 = —1.9059857105

L5

= 0.337561948






Chapitre 5

Calcul intégral

5.1 L’intégrale définie

5.1.1 Définition par sommes de Riemann

Soit f € C%a;b] positive. On cherche & calculer I’aire S du domaine limité par le graphe de
f, Paxe Ox ainsi que les droites x = a et x = b.

On partage l'intervalle [a; b] en n intervalles Iy, Iy, ...I, de fagon arbitraire Iy = [zx_1; xk]
avec xg = a et x,, = b.

On choisit ensuite un & € I de fagon toujours arbitraire. Notons Axp = zp — 1 la
largeur de l'intervalle I et soit

k=1

la somme des surfaces rectangulaires déterminées par Iy et f(&x).
C’est une approximation de l'aire cherchée et cette approximation est d’autant meilleure
que les Az sont petits et donc que le nombre d’intervalles n est grand. A la limite (si elle
existe), on obtiendra ’aire cherchée S. On pose alors la définition suivante :
Définition 5.1 (Fonction intégrable). La fonction f(x) est dite intégrable sur [a; ] si la
limite

S = lim Sn

n — oo

supy, Azy — 0

existe et ceci indépendamment du choix des zj, et des . On note cette limite

/abf(x) dz .

99
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Remarque 5.2. On peut montrer, que pour qu’une fonction f(z) soit intégrable, il suffit
de montrer la convergence des suites S,, pour deux choix particuliers des &,. En effet, posons

My, = sup f(x) my = inf f(z)

l’elk- l‘elk

Alors my, < f(&k) < My pour tout choix de & € Iy et donc

ka -Azxy < Zf(fk) Az, < ZMk - Axy.
k=1 k=1 k=1

=Sh

Si les termes de gauche et de droite converge vers la méme limite S lorsque n — oo et
Axy, — 0, alors par le théoreme des gendarmes, la somme S, converge également vers S
(pour tout choix des &) et f est ainsi intégrable.

Remarque 5.3. Si f(z) < 0 pour tout = € [a;b] et f est intégrable, alors on a

/abf(:v)d:c<0

b
Ainsi / f(x) dx est une aire algébrique affectée d’un signe. Les domaines au-dessous de

a
I’axe Oz sont comptés négativement.

5.1.2 Propriétés de 'intégrale définie

W [ 1w do=
)

(3) Linéarité de l'intégrale :

b b
/ (af(x) + By(x)) dr = o / f@de + 8- [ o) de

a

(4) Sia<bet f(x) < g(z) Yz € [a;b], alors

/abf(x)dxg/abg(x) dz
< [

DEMONSTRATION : Ceci découle du point (4) et de I'inégalité

—[f (@) < flz) < [f(2)]

) dx

pour tout z € [a;b].



5.1. L’INTEGRALE DEFINIE 101

(6) Inégalité de Schwarz :

(/abf(x)g(x) dx)zg/abfz(x) dr - /ang(:c) .
b

DEMONSTRATION : Pour tout ¢t € R on a / (f(z) —tg(x))? dz > 0 ce qui donne

a

b
/ (F2(x) — 2t f (2)g(x) + £2g%(x)) dz > 0

et par (3) \ . .
/ f(z) do — 2t/ f(x)g(x) dx + t2/ g*(z) dx =0

et ceci pour tout ¢. Le discriminant de cette équation du 2eme degré en ¢ doit donc étre
négatif ou nul. Ainsi

A=B2—4AC =4 </abf(:v)g(x) dx>2 —4/abf2(:v) d:v/ang(x) dx < 0.

d

Remarque 5.4. La variable d’intégration est une variable muette. Son changement n’af-
fecte en rien la valeur de l'intégrale :

/abf(:c) do = /abf(u) du.

Définition 5.5. f est continue par morceaux sur I = [a;b] §'il existe I, = [z_1; k]

k=1,2,....,n avec 29 = a et x, = b de telle sorte que f(x) soit continue sur chaque
intervalle ouvert |xp_1; x|, continue & gauche en x1, 3, ..., 2, et continue & droite en
chaque xg, 1, ..., Tp_1.

Théoréme 5.6. Toute fonction continue par morceauz est intégrable.

Sans démonstration.

5.1.3 Théoréme fondamental du calcul intégral

Dans cette section, nous allons montrer le lien entre 'intégrale définie et la dérivée.

Lemme 5.7 (Théoréme de la moyenne du calcul intégral). Soit I = [a;b], f € C°(I). Alors
il existe & € I tel que

b
/ f(x) dz = £(€) - (b a).
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DEMONSTRATION :
Soit m = inf f(x) et M = sup f(x). Alors
zel xel
b
m-(b—a) </ f(z)de < M- (b—a).
et donc

b
flam) =m < = [ 1) do < M = fa),

Comme f est continue, il existe un £ € I avec f(£) = ¢ par le corollaire du théoreme de
Bolzano (chapitre 3). O

Appliqué a lintervalle [z;x + h] ce lemme assure 'existence d'un £ = x + 6h (0 < 0 < 1)
avec

z+h
/ F(t)dt = h- f(z + 0h). (+)

Théoréme 5.8 (Théoréme fondamental du calcul intégral). Soit I = [a;b] et f € CO(I).
Posons

F(z) = /I f(t) dt.
Alors F'(z) = f(x) pour tout x € I.

DEMONSTRATION :
Reprenons la définition de la dérivée :

F(z+h)— F(z)

h

-</x+hf(t) dt—/xf(t) dt)
oth ’

. / () dt

h-f(x+06h) 0<6O<1 par (¥)

F = 1i
(w) = lim,

= lim
h—0

= lim
h—0

= lim
h—0

= }ILIL% f(x +6h)

S = e

= f(z) car f est continue.

En d’autres termes, on a

[ a] =@
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Explication intuitive :

dF(z)=F(x+h)— F(z)=dz - f(z) = = f(z).

Théoréme 5.9. Soit f(x) intégrable sur I = [a;b] et F(x) telle que F'(x) = f(x). Alors

a

b
/j@ﬁ&zﬂ@—ﬂ@:F@

T

DEMONSTRATION : Posons ®(z) :/ f(t) dt.

Alors par le théoréme précédent, on a O (z) = f(z) = F'(x). Ainsi ®(z) = F(z) + ¢
(cf. chapitre 4).

Or®(a) =0 = F(a)+c=0 = c¢=—F(a). Donc ®(z)= F(x)— F(a). On en
déduit que

b
ﬂ@:/f@ﬁ:F@—F@.

Corollaire 5.10. Soit f(x) une fonction continue et ¢(z) une fonction dérivable. Alors

(@) -
o[ o] =-r
()

P(x)
d[/ () dt| = F@) - ¥ (2) — F(B(@)) - & ()
ol

5.2 Primitives

5.2.1 Définition et propriétés

Définition 5.11. Soit f(z) une fonction. Une primitive de f(z) est une fonction F(z)
telle que F'(z) = f(x).

Remarque 5.12. Si F(z) est une primitive de f(z), alors
G(z)=F(z)+c¢

en aussi une primitive de f(x). Réciproquement, deux primitives d’une méme fonction ne
different que d’une constante (cf. chapitre 4 : f'(z) =0 = f(z) = ¢).



104 CHAPITRE 5. CALCUL INTEGRAL

La section qui précede a montré que le calcul d’une intégrale définie se ramene au calcul

d’une primitive.
/f(x) dz

I'ensemble de toutes les primitives de f(z), que 'on appelle aussi intégrale indéfinie.

De ce fait, on note

Déterminer les primitives d’une fonction est un probleme difficile.

Le théoreme du calcul intégral montre que toute fonction continue possede une primitive.
Mais il existe des fonctions analytiques continues qui n’ont pas de primitives analytiques
comme par exemple f(z) = e %"

Linéarité de la primitive : la linéarité de la dérivée implique celle de la primitive :

/af(a:)-i—ﬁg(x) dx:a~/f(x) dx+6-/g(a:) de.

5.2.2 Recherche des primitives
Primitives de quelques fonctions élémentaires

(I) Fonctions puissances Pour ¢ # —1, on a

1
/qux:-xq+1+0
qg+1

1
/da::ln|x]+C.
T

(IT) Fonction exponentielle :

1
/ea‘” dx = —e* + C.
a
(ITI) Fonctions trigonométriques :
: 1 1.
/Sln(a:n) dx = ——cos(az) + C /cos(am) dx = —sin(ax) + C
a a
(IV) etc...

Recherche par calcul direct

On obtient certaines primitives en transformant la fonction & intégrer de telle sorte & faire
apparaitre une forme connue de dérivée :

Exemples 5.13.
1
-9 o r_ _p
(1) / — dx =?. On sait que (y/pr +¢)' = 5 = On a donc

2

1 2 P P 2
dx:/-d:v: -/d:p:\/px+q+C.
/\/pfv+q P 2Vpr—+gq D 2\/pxr +q P
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1 1 1
/cos2 (px) dox = / 5(1 + cos(2pzx)) dx = 3% + ™ sin(2px) + C.

(3)

o +w+1 1+ 11
[ e [y = [ o g =il ) 0

Plus généralement, comme (F(g(x))) = F'(g(x)) - ¢'(z) , on a la formule

/ﬂamwywwszw@»—+o (5.1)

ot F'(u) est une primitive de f(u).

Une méthode pour intégrer est donc de mettre U'intégrant sous la forme f(g(z)) - ¢'(x) en
sachant trouver une primitive de f.
Il est donc important lors du calcul d’une intégrale de repérer les dérivées internes (= ¢'(z)).

Exemples 5.14.

T 1 2z 1 1 1
1 — de= [ = ——dr == [ 22(2®+ 1) 2 dr == L
()/ x2+1dw /2 x2+1dw 2/ z(z®+1)"2 do 5 0 + C

=val+1 + C.
On a utilisé le principe précédent avec f(u) = ﬁ et g(x) =22 +1 = ¢'(v)=2x.
(2) On veut calculer / coszsin® z dz. On voit que cosz est la dérivée de sinz. On pose

donc g(z) = sinz et f(u) = u? dont on connait une primitive : F(u) = tu®. Alors

1
.3 L4
coszsin®x dr = F(g(z))+C = 1 Sin x+C.
g' (@) fg(z))

En appliquant la formule 5.1 a des fonctions f particulieres, on obtient les formules sui-
vantes :

@
/g’(m)eg(x) dz = eI 4 C.

(IT)

9@ (e
/g(x) de = In |g(x)| + C.

1

— @It e az-L

/yumuwmz

g'(x) _
/ T+ 2@ dx = arctan[g(z)] + C.
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V)
/ ¢/ (x) cos(g(z)) d = sinlg(z)] + C.

(VI) etc...

Intégration par parties

On sait que (fg)' = f'g + f¢' ce qui donne f'g = (fg) — f¢'. En intégrant des deux cotés
on obtient la regle d’intégration par parties :

/f'(x)g(w) dr = f(z)g(x) —/f(ﬂ«“)g'(x) dz. (LP.P.)

Exemples 5.15.
(1)
/xex do "B xex—/ex de =xze* —e*+C =¢e"(x—1)+C.
avec f' =e% et g = x.
(2) /lnx de =xz(Inx — 1)+ C  (cf. exercices)
(3)
/sin(ac)e’C de "2 sin(x)e® — /cos(ac)e”C dx
LEP. sin(x)e® — [cos(x)ex - / —sin(z)e” da:]
= (sinz — cosx)e® — /sin(x)em dx

On obtient (en passant le terme — [ sin(z)e” dz de Pautre c6té)

2. /sin(m)ez dx = (sinx — cosx)e”

et donc

1
/sin(x)ex dx = i(sinx —cosz)e” + C.

1
/arctanx dr = /1 -arctanx dx LEP. T arctanx — /:p ——dx
1+ 22

1
= rarctanz — 5 In(1+ 2% +C

en posant f' =1 et g = arctan .
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Intégration par changement de variable

Théoréme 5.16. Soit f(x) une fonction continue sur un intervalle I et ¢ : [a; 5] — I
une fonction de classe C* avec a = p(a) et b= p(B). Alors

b B
| @y dn= [ pet) - d
a «
La transformation x = ¢(t) s’appelle un changement de variable.

On effectue donc les trois substitutions suivantes :

(iii) ET on change les bornes d’intégration.

o(x)
DEMONSTRATION : Soit G(z) = / f@t)dt et g(z) = f(px)) - ¢'(z). Alors par le

corollaire 5.10, on a
G'(z) = f(p(2)) - ¢'(z) = g(2).

La fonction G(z) est donc une primitive de g(z). Il s’ensuit que

ce qui donne

B @(B) ¢(a) ¢(B)
S () dt = x) dr — x) dr = x) dx .
/a Fo(t) - (8) dt / f() / f() / )

O]

Remarque 5.17. Ce changement de variable est également valable pour calculer une pri-
mitive de f(x) & condition de pouvoir inverser la fonction ¢(t) c’est-a-dire de pouvoir
éerire t = o~ 1(x).

Exemples 5.18.
1

1
1. Calculons J = / dz.
0 (1+$2)\/1+x2

On pose

r =tant = dr = (1 +tan®t) dt

Tt X
aveCc —— —.
2 2

Et comme tan(0) =0 et tan () =1, on a

ISR
—_

4 1
J:/ 1+ tan®t dt:/
o (1+tan?t)v1 —|—tan2t( ) 0 1

1 1 w/4 2
:/ ‘cost| dt:/ cost dt =sint :i_
0 0 0 2
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Comme ¢ est inversible sur l'intervalle considéré, cet exemple permet de trouver une
1

A+t

En effet, on a ¢ = arctan z, ce qui donne

primitive de f(z) =

F(z) =sint = sin(arctanx) + C.

2. /1‘3(1 — 2P de = 7
: 7r T
On a z € [—1;1]. On pose = = sint avec 5 <t < 5
T =sint =— dx =costdt
t = arcsinx = cost = cos(arcsinz) = /1 — z2.
On obtient
/:L’3(1 — 2?)%/? dg = /sin3t (1 —sin?t)%/% . cost dt = /sin3t -cos®t - cost dt
= /sint‘ (1 —cos®t) - cos® t dt = /(sintcos6t —sintcos® t) dt
L 7,1 o
=—zcos't+ —cos"t+C
7 9

_ 3(1 _ )92 _ %(1 _ 22 4

5.2.3 Intégration des fonctions rationnelles

Soit f(x) = gg;

On effectue les étapes suivantes :

une fonction rationnelle a intégrer.

1°7¢ étape : si deg(P) > deg(Q), on effectue la division eulidienne de P(x) par Q(z) :
P(z) = Q(x)D(z) + R(x)

o Ple) o Rl)
ce qui donne Q@) ~ ( )+Q(:r)
P(x)

Dans la suite, on ne considére donc que les fonctions rationnelles O(z) avec deg(P) < deg(Q)

avec cette fois-ci deg(R) < deg(Q) et D(x) intégrable.

et Q(x) = 2" + -+ 4+ a1 + ag normalisé.

28me 4tape :  On sait que Q(x) se factorise dans R en un produit de polynémes du premier
degré et/ou du deuxieme degré sans racines réelles :

Qx)=(z—ay)™ - (z— 04p)m”(a:2 + 2412 + Bl)l1 . (a?2 + 24,z + BS)ZS (5.2)

P(x
On décompose alors la fraction rationnelle QE 3 en une somme de fractions simples, chaque
x
terme dans (5.2) contribuant de la maniére suivante :
C C C
(r—a)" — L4 2 s+ — fractions simples de lére espece
r—a (r—a) (x — )™
Dla: + El D2.’L’ + EQ Dll' + Dl

(22 + 24z + B)'

22+ 2Ax+ B (x2+2Ax—|—B)2+.“+($2+2Ax+B)l

fractions simples de 2eme espece
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3tme étape :  On integre chaque fraction simple (cf. plus bas).

Exemples pour la 2éme étape :

1)
224+ x+4 224+ x+4 & Cy Dx+ FE
-y ()

vt —23 4222 22 z(@z—-1)@2+2) =z x-—1 x2+2

e En multipliant (*) par x et en posant = 0, on obtient

2?2+ x+4 _[C+C’2x (Dx + E)x
(-2 +2)le=0 L' 21 z2+2 la=0
4
> _C
1.2 !

donc C7 = —-2.

e En multipliant (*) par z — 1 et en posant = 1, on obtient

_ [Cl(x—l) (Dz + E)(xz —1)
2 + 2 =1

22+ x+4
z(z? +2)

+ Cy +

rx=1
6
— =
1.3
donc Cy = 2.

e En multipliant (*) par x et en faisant x — oo, on obtient

0=C1+Cy+ D

donc D = 0.
e On choisit une valeur particuliere pour déterminer E. Par exemple, en posant x = —1,
4 Cy FE
on a 6= —Ch — ?2 + 3 ce qui donne E = —1. En conclusion
P4z +4 2 L2 1
vz —1)(22+2) 2z x-1 22+2
2)
x3+5x+2_ 23+ 5x +2 &) Cy Cs Cy

@—12 (@121 1-1 (@12 z+1 @+l
8
e Multiplication par (z —1)? et 2 :=1: 1= Cy

—4
e Multiplication par (z +1)2 et x := —1 : = Cy=-1

e Multiplication par z et x - 00 : 1 =C1 + Cj
e Onposex=0:2=-C1+Co4+C35+Cydoncl1l=0C3—-C4

Les 2 derniéres équations donne : C5 = 1 et 'y = 0. Finalement

?+br+2 2 Lt 1
(z2-1)2  (z—-1)2 x+1 (z+1)2°
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3eme étape : intégration des fractions simples

Les fractions simples ont toutes des primitives élémentaires :
Fractions simples de lére espéce :

e sim # 1 alors

1 1 1
/@:—a)m M=) @yt T

e sinon

1
/ de =Inlz —a|+C
r—«

Fractions simples de 2éme espéce :

Dz +E /§(2x+2A)+E—DA
B ———— x€Tr =
22 +2Az + B 22+ 2Ax + B

D 2x 4+ 2A 1
E—-DA
/:B2+2A:1:—|—B + )/(q;+A)2+B—A2 d
E—DA 1/vB — A2

— -1 +2Ax+B) + . d
g W@ +24e+B) + e H(HA)?‘””
vVB—A?
D E - DA x4+ A
=~ .In(z*+ 242+ B) + arctan<>+C'
y ) VB — A2 VB — A2
(5.3)
/ Dz +E /127 (2z +24) + E — DAd:c
(22 + 2Ax + B)? (22 + 2Ax + B)?

D 2z + 24 1

= E—DA

2/ @2z e )/(x2+2Aa;+B)2 de

D 1
= _ E—DA)-I

2 224+24z+ B + )

Il reste a calculer

1
I_/(:L"2—|—2Ax—|—B)2

On pose u = z + A et on applique la formule suivante :

/1 du = Y + L arctan <u> + C.
(u? + B)? 28(u*+B)  28VB VB

La formule précédente peut étre vérifiée directement ou s’obtient par parties. Plus
généralement on a la formule récurrente :

/ 1 du — U n 2n—1 1 J
@+ By M T B B T 2mp ) @+ gy

P 7T—2
Exemple complet : Calculons / ng; dr = / Fxf—Q dx.
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lere étape : division euclidienne : 7 — 223 = (=2)(23 + 2% — 2) + (222 + 3) et donc

7 — 223 222 + 3
e ) B
3+ a2 -2 x3+ 2% —2

2eme étape : On factorise Q(x) : Q(z) = 23 + 2% — 2 = (z — 1)(2? + 27 + 2)

Décomposition en fractions simples :

222 + 3 1 Dx+ FE

(z —1)(22 +22+2) :U—1+x2—|—2x+2'

5
e Multiplication par ¢ — 1l et z =1 : g = C1 donc Cy = 1.
e Multiplication par x et x — 00 :2=C7 4+ D donc D = 1.
° sz:%:—C’l—F%donneE:—l.

Finalement
222 + 3 1 z—1

(x —1)(x? + 2z +2) x—1+x2+2x+2

3eme étape : Intégration

1
/dmzln]m1+0
r—1

-1 1
[ s e = gl 204 2) - 2aretan(a 1) 4 C

en appliquant la formule (5.3) avec A =1, B=2, D = 1 et E = —1. En mettant ces termes
ensembles, on obtient

P(x) 222 + 3

1 z—1
= -2 d - d
x+/x—1 v +/x2—i—2x—|—2 *

1
=—2z+Injx—1|+ §ln(a;2 + 2z 4 2) — 2arctan(z + 1) + C.

5.2.4 Intégration des fonctions rationnelles de fonctions trigonométriques

P(sinx;cosx)

Pour intégrer une fonction de la forme on effectue un des changements de

Q(sinx;cosz)’
variables suivants :
(a) t =sinxz out=cosx

t 1 1

b) t = tanx ce qui donne sinx = , cosT = et dr=-—=dt

(b) d 1+ 2 1+12 L+
2t 11—t 2

(c) t:tang :sinxzm, Cosx:m et dx:mdt.

Le dernier changement (c) fonctionne toujours mais peut étre plus compliqué que les chan-
gements (a) et (b).
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Exemple 5.19.

ta Si
/ _ane l; dr = / me dz changement (a) : t = cosz et dt = —sinzdz
2 cosz(1 + cos? x)

—sin“ x
1 1 t
=— [ ———dt = — - — ——)dt
/t(1+t2) /(t t2+1)

1 1
= 51n(1+t2)—1n|t|+C: 51n(1+cos2gc) —In|cosz| +C.

5.2.5 Quelques autres techniques
(A) Va? — 522

Pour intégrer une fonction comportant des termes de la forme \/a2 — b222 on peut parfois
effectuer le changement de variable

m:%sint — dx:%costdt

ce qui donne Va2 — b2x2 = |a|\/1 —sin?t = |a| cost.

Exemple :

/\/1—x2d:1;:/\/1—sin2tcostdt
:/VCos2tcost dt:/cosztdt

= / %(1 + cos(2t)) dt = %t + isin(Qt) +C

1
B arcsinz + — sin(2 arcsinzx) + C

(B) Va?+ b%z?

Pour des fonctions comportant un terme de la forme va? + b222, on effectue le changement
a a
z=- sinh(t) ce qui donne dx = 3 cosh(t) dt et

Va2 + b2x2 = |a|V cosh? t = |a| cosh .

Exemple :

/ V1+22de = / V14 sinh®t cosh t dt
1
= /cosh2 tdt = /2(75 + cosh(2t)) dt
1 1 .
= §t+zsmht+0
1 1
= §arcsinhx + 1 sinh(2arcsinh z) + C
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(C) Fonctions irrationnelles

1
Exemple : /\/E—i- dx =7
x— 4z
On pose

t=z — x =15 — dx = 6t0dt.

Ceci donne v/z = t3 et &z = t2. L’intégrale se transforme en une intégrale rationnelle :

de_ 753;16,55(175
r—4Yx ) 16— 442
16 4¢3
:6/t4_4dt:...

5.3 Intégrales impropres

5.3.1 Définitions

o
On désire calculer des termes de la forme / f(x) dx. Quel sens donner a la borne oo ?
a

Définition 5.20. Soit f(x) une fonction bornée et continue. On appelle intégrale im-
propre de lére espéce une intégrale de f(z) ot I'une des bornes tend vers l'infini.
On pose

£
B(¢) = / f(z) da

et on calcule 5lim ®(&). Si cette limite existe, on définit
—00

/ f(z)dx = ﬁli_glo D).

On note parfois / f(z) drx = F(z)| ou F(x) est une primitive de f(z).

a

Exemples 5.21.

(1) /ooe_mdxz lim éhe_“”da/;: lim [—e_x]z: lim |:1—6_€] =1
0

§—o0 Jo £—00 £—o00

oo
(2) Que Vaut/ coszdr? On a
0
¢ £
/cosxdx:sinx‘ =siné
0 0

oo
et la limite Elim sin € n’existe pas. Donc / cos x dx n’existe pas.
— 00 0

Définition 5.22. Soit f(x) une fonction continue sur |a;b] avec lim+ = £00. On appelle
T—a

b
intégrale impropre de 2eme espece l'intégrale / f(z)dz.
a




114 CHAPITRE 5. CALCUL INTEGRAL

Si la limite existe, on pose

/abﬂ 3;%%/ e

On note parfois

Ici F(a™) signifie lim F(z).

r—a™t

Exemples 5.23.

1
@ [ Jptr=tm [ o= i ) = (2200 2

1

1
/d:v
o T

1
/ %dx =1In(1) — In(e) = —In(e)

(b) L’intégrale

n’existe pas car

et la limite quand € — 07 n’existe pas (elle vaut +00).

Définitions :
e Si une intégrale impropre existe, on dit qu’elle converge ; sinon, elle diverge.

e Une intégrale impropre / f(z) dz est absolument convergente si / | f(z)| dx converge.
I I

Ici, et dans la suite, on peut avoir I = [a;00[ ou I =] — 00;b].

Théoréme 5.24. Soit f(x) € CO(I). Si / |f(z)| dx converge, alors /f(x) dx converge.
I I

b b
DEMONSTRATION : Ceci découle de Iinégalité ‘ / f(x)dx‘ < / |f ()] da.

Techniques d’intégration

Les intégrations par parties et par changement de variables s’appliquent aussi aux intégrales

impropres :
P 00 0 [
= / —e Ydr=0- [e*‘x} =1
0 0 0

o0
Exemple 5.25. / ze T dr T2 _ze
0
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Quelques remarques importantes

+oo
(1) Pour calculer I'intégrale f(z) dx, il faut calculer

/mf(f”) dr = lim /:f(w) da:+£1ggo/jf<x> da

— 00 £——o0
et NON PAS ¢
lim / f(z) dz.
5—)00 _g
o
Exemple : L'intégrale / sinz dr n’existe pas car les limites
—0o0
0 3
lim sinx dx et lim sinz dz
§—=—o0 J¢ §—0o0 Jg
n’existent pas.
oo
1l est FAUX de penser que / sinx dxr = 0 parce que sinz est impaire.
—00

3
1
(2) Pour calculer / —— dx, il faut calculer
0 (z—2)2

car la fonction a un pole en x = 2. Or

2
1 1
s = —
/0 (x —2)2 v x—2

3
ne converge pas. Donc l'intégrale / (72)2 dx ne converge pas.
0o \T—

3
1 1
=
/0(37—2)2 . x—2

2

0

Le calcul

est FAUX.

5.3.2 Criteres de convergence

Comme pour les séries, on a un critere de comparaison :

Théoréme 5.26. Soient f(x) et g(x) deuz fonctions telles que |f(z)| < |g(z)| sur I.

1) Si Uintégrale [ |g(z)| dx converge, alors l'intégrale [ |f(x)| dz converge.
1 1

2) Si lintégrale / |f(z)| dx diverge alors l'intégrale / lg(x)| dx diverge.
I I

Ce théoréme est tres utile avec les résultats suivants :

115
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Théoréme 5.27.
b1 {1b1—’“ sir <1

0o " +00 sir > 1.

b
1
Donc l'intégrale / — dx converge si et seulement si T < 1.
o T

DEMONSTRATION : Pour 7 # 1, on a

b 1
/ z " dr = 2
0 1— r

0 400 sir>1.

b 1 b
Sirzl,ona/dlenx‘ = +o00. O

0 o 0

2 1
Exemple : le critere de comparaison permet d’affirmer que l'intégrale ———dx
P p p q g /0 i@ D)
1 1 1

converge car < = — pour ¥ €]0; 2].

V@ +1) TV g3

Théoréme 5.28. Soient a >0 et r > 0. Alors
*1 do — +00 sir<1
u T=Y Lol s>

oo
Ainsi / — dx converge si et seulement si T > 1.
x
a

DEMONSTRATION : Pour 7 # 1, on a

/ —dz = 2
o T 1—r

001 00
Pourr—l,ona/ —dx:[lnx] = +400. O
x
a

a

Application : soit f(z) = gg) une fonction rationnelle. Supposons que Q(z) # 0 pour

N

o0
x = a. Alors / f(x) dx converge lorsque
a

deg(Q) — deg(P) > 2

et diverge sinon.

Exemple :
00 1 2 00
/ x(1 + cos x)dm>/ z
0 1 =+ .’,1:'2 0 1 =+ x2
®
et / —— dx diverge car
0 1 + 372

deg(1+ %) — deg(x) =1 # 2.
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Fonctions exponentielles

> 1
/ e Pdp = ——e
a q

oo
Corollaire 5.29. Pour tout p,q > 0 et tout a € R, l’intégrale / 2Pe” 9% dx converge.
a

Pour g >0etacRona

o0
-

a q

DEMONSTRATION : En effet, on a
¥ o
e — 0
ce qui implique, qu’il existe N € N tel que
ol < /2 Vax > N.

Donc aPe™ % < ¢~9/2* Le critére de comparaison implique la convergence de l'intégrale
considérée. O

5.4 Application : calcul d’aires

5.4.1 Aire entre 2 courbes

Nous avons vu que l'aire du domaine limité par Ox et y = f(x) entre a et x est donné par

/f = A@=f) = L=

dA = f(z)dzx = ydx. (%)

dA est I’élément différentiel d’aire et on a

A:/dA.

f () > g(x) sur le domaine considéré, alors 'aire du domaine limité par y = f(x) et
= g(x) entre a et b est donné par

b
/ [f(2) - g(x)] d.

ATTENTION : si le graphe de f coupe celui de g, il faut faire attention au signe.

Dans certains cas, il est plus simple d’intégrer en fonction de la variable y, les bords du
domaine étant alors des fonctions de y. On a la formule symétrique :

dA = z(y) dy.
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Exemple : calculons l'aire du domaine compris entre la droite x +y = 0 et la parabole
2
Y- =2y —uz.

e On calcule d’abord les points d’intersection : O(0;0) et I(—3;3).
e On exprime les bords comme des fonctions de la variable y :
droite : x = —y = g1(y)
parabole : x = 2y — y? = ga(y).
Alors
dA = [ga(y) — g1(y)] = [(2y —v*) — ()] dy = By —¢?) dy

et aire est donc
y=3 3 1.1 9
A= [ dA= 3y—1y2dy= |9 —=y?| ==.
/ /yo y—y ay [29 3y . 9

Représentation paramétrique

Supposons qu’une courbe soit donnée sous forme paramétrique :
{ x = x(t)
y =y(t)
dx

Alors #(t) = 7 dx = &(t) dt. La formule (*) devient

dA =ydx = y(t)z(t) dt

et l'aire entre t = tp et t =ty vaut alors

A= /tQ y(0)i(t) dt.

tp

Exemple : la cycloide

La trajectoire d’'un point d’un cercle roulant sur une droite est donnée par la cycloide :

{59

Calculons 'aire d’un arc de cycloide.

R(t — sint)
R(1 — cost)
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On a @(t) = R(1 — cost). Alors
2 2
A= / y(B)i(t) dt = / R(1L — cost)R(1 — cost) dt
0 0
2m
ZRQ/ (1 —2cost +cos’t) dt = R*(2m — 0 + m) = 37 R?
0

Rappel :
27 27
/ coth—i-sinztdt:/ 1-dt=2n
0 0

2
et donc par symétrie / cos? tdt = .
0

5.4.2 Domaine fermé

= x(t)

pour t € |t1;t2].
=y(t) 13 t2

Soit D un domaine fermé dont la frontiére est définie par { v

Onat; <tp <tg < to.

Tp D tp t2 tp
Ap :/ y+dfc—/ y_d$:/ y(t)x(t) dt — (/ y(t)z(t) dt+/ y(t)a'c(t)dt)
TG TG ta tg t1
tag to tp
——/ yﬂ'c—/ yd:—/ y
tp ta t1
t2
= —/ Ty dt
t1

En intégrant selon y, c’est-a-dire en prenant dA = xdy, on obtient

to
Ap = / xy dt.
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En additionnant les 2 formules et en divisant par 2, on obtient

1
A—Q%(xy'—:by) dt.

t2
?{ = intégrale curviligne = / oo dt

t1

ou [t1;ts] parcourt le bord de D dans le sens trigo une et une seule fois.

Exemple : Aire de la boucle de la courbe I': 43 — 29?2 + 2% =0

Paramétrisation : si I'on pose y = tz, on obtient 323 — t?23 + 2* = 0 ce qui donne
23 [(t3 —t?) + z] = 0 et donc
z=12—¢
{ Y= tS _ t4

t=0— (0;0)

t=1-—(0;0)

Et pour 0 <t < 1,onaxz>0ety>0. Donc sit parcourt I'intervalle [0; 1], on parcourt le
bord de D une et une seule fois. Alors

11 1t
A:Z/Xw—iwﬁ:2/&#—&@#—#%—Qrﬁﬁwﬁ4ﬂﬁ
0 0
1ty ) 1
_24141—w¢ﬁ_~-_2m.

5.4.3 Surfaces sectorielles

Domaines limités par un arc PQ et par les segments OP et OQ. Alors

1 [te
A:/ (xy — 2y) dt
2 Jip
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DEMONSTRATION :
Paramétrisation de OP :
r=1 (pente = m) = =

Idem pour QO : zy — 2y = 0.

Donc
f(a:y'—x'y)dt:/
oP

Exemple : secteur d’une ellipse d’équation :

T =acost
y = bsint

Alors
1

o
PQ QO

121

— xy—zy=mt—mt=0

tQ 1
A—/ (acost-bcost + asint - bsint) dt = —ab- (tg —tp).

2
Sit=0ett=2m, on obtient I'aire de ’ellipse :

tp

T2

Aellipse -

Coordonnées polaires

Si 'arc PQ est donnée en coordonnées polaires p = p(¢p), alors

T = pcos et

donne
T = pcosy — psine et

L’aire est égale alors a

1 /e
A=2/ (zy — 2y) dp
P
1 [¥Q

2

P

L [7e 4 2 .2
/ p~ - (cos® p + sin” ) dp
2 PP

1 P
=5 / P2 () dip.
Y

P

Yy = psinp

Y = psinp + pcos p.

= / pcose - (psing + pcosy) — psing - (pcosp — psiny) dy
¢
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Explication intuitive :

L’aire du triangle infinitésimal est égale a

1 1 1 1
dA = 3 base - hauteur ~ §ds =g dp-p= §p2dcp.

Exemple : Aire du domaine hachuré de la spirale hyperbolique : p = e
2

1 T a2 3m a2 1 a?
A=~ / ~d —/ —dp | == | ——
2 ( s @ Jonja ¢> 2 < @

5.4.4 Longueur d’arc

Soit I" : y = f(x) une courbe avec f dérivable. On note s la longueur d’arc de T" entre le
point P et le point Q). On approxime 'arc PQ par une suite de cordes Py Pyy1.

Longueur de la corde PPy :

‘PkPkJr]_’ = Al = \/sz + Ayl%

Si ’on divise 'arc en n cordes alors on a

n n n A 2
Sn=Y Aly=>_ A:ci#—Ay,%:Z\/lJr(Ai) Az (x)
k=0 k=0 k=0
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A d
Lorsque n — 0o et Az, Ay, — 0 alors A—yk — d—y =1/ et la série (*) a comme limite
Tk, x

s-/xQ V1+y(x)? dw—/m V14 f(x)? de

r d
De s(z) = / V 1+ f'(z)? dz on en déduit s'(x) = i =+/1+ f'(z)? et donc

ds = §'(z) - dov = \/dz? + dy? (%)

ds = élément différentiel de longueur d’arc.

Si la courbe est sous forme paramétrique :

F:{x:xé;ﬁ)) . {da::g:c(t)dt
y=y =

la formule (**) devient | ds = \/&(t)?2 + y(t)? dt |et ainsi

s= [ rE T e

Exemple 5.30.
Longueur d’une ellipse :

2 2
z Y
avec 0 < a < b.
e . r = acost T = —asint
Paramétrisation : ] = .
y = bsint. y =bcost

Alors la longueur vaut :

2 27 an 2
L= Va2sin?t + b2 cos? t dt:b/ \/<b> sin®t + cos2t dt
0 0

27
=b V1—Fk2sin?t dt
0

ou k2 =1- (%)
Cette intégrale n’est pas élémentaire : on ne peut la calculer qu’avec des méthodes numériques.
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Longueur en coordonnées polaires
Soit I' : p = p(p) donnée en coordonnées polaires. Alors les équations
T = pcosy et y = psinep
donnent, comme précédemment,
T = pcosy — psine et Y = psinp + pcos p.
L’élément différentiel de longueur vaut alors
b= PEP dp = = P+ ) d

et la longueur entre les points P et () vaut

s= [ VA T 7 de.

Ypr

Exemple : Longueur de la cardioide : p = a(1 + cos ) avec a > 0.

=2 ™
L:/ \/a2(1+cos<p)2+azsin2cp dcsza/ V2+2cosp dy
»=0 0 —m——

— 2%
=4 cos 5

e

= 8a.
0

™ ™
—2a/ \2cos<p\d<p—4a/ cosfd90:8asin£
) 2 , P9 2

5.5 Calcul des volumes

5.5.1 Cas ou ’aire des sections est connue

On suppose que laire A de la section de ce corps par chaque plan horizontaux est connue;
elle est alors fonction de z : A = A(z).

Le volume du domaine du corps limité par 2 plans tres proches z = z et z = 2, + Az est
approximativement égale au volume du cylindre de base A(zy) et de hauteur Azy. Ainsi

AV = A(zk) - Az
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En partageant ainsi la hauteur du corps en n intervalles, on obtient :

Vo= Alz) - Az
k=0

C’est une somme de Riemann et ’on peut faire tendre n vers I'infini. Si la limite existe, on
obtient

Zmax

V=IlmV,= A(z)dz.
n—oo Zmin

Exemples 5.31.
(1) Volume d’un cone de base quelconque B et de hauteur h.

Comme B et B(z) sont homothétiques, on a pour tout z € [0; ] :

B(z) z\2 B,
B (ﬁ) = Bl =32
Donc
14" 1
V= z)dz = —z dz_ﬁ'§20:§3'h'
2 2 2
(2) Volume de 1’ellipsoide : 2—2 + ?2—2 4 % =1.

Dans chaque plan, z = zg, la section est une ellipse d’équation :

2.7 A,
a? b2 2 0
2 2
x
— + Y 1

L’aire de chaque ellipse vaut

2
Ao = m(ady)(bdy) = Tabd} = mab - ( — >

= A(z) = mab <1 - i) .



126 CHAPITRE 5. CALCUL INTEGRAL

On obtient pour le volume :

c 2 c 2 2
V:/ rab(1- 2 dz:27mb/ 1— 2 ) dz=2mab (2 — 2=
e c? 0 c? 3c?

4
Sia=0b=c= R, ellipsoide est une sphere de volume V = §7TR3.

5.5.2 Corps de révolution

Considérons une courbe I' : y = f(x)

On peut générer un volume en faisant tourner

e le domaine D autour de 'axe Oz : alors

dV = my* dx

et donc

V= w/f f2(z) da.

e le domaine D’ autour de I'axe Oy :

dV = na’dy

ce qui donne
ou également

car dy = f'(z) dx.

Si le domaine est limité par deux courbes f et g (voir dessin), alors

V:w/fQ(x)—gQ(x)dx.

[

= —mabe.
0 3
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Exemple 5.32. y = f(z) = 223 entre O(0;0) et P(1;2).

1
4
Rotation autour de ’axe Oz du domaine D : V = 7r/ 428 do = ?W.
0

1/3
Rotations autour de I'axe Oy du domaine D : z = f_l(y) =g(y) = <%> et h(y) = 1.
Alors

y=2 2 2/3 1 3
_ 2 2 g _ (Y _ _ . 92.5/3
V—W/yzo h(y) —g(y)" dy 7T/O 1 (2) dy 7T< 5273 5V )

Courbes paramétriques

Ja=2()
F'{ y=y(t)

dV = my?(t)i(t) dt (rotation autour de 'axe Ox)

dV = wx?(t)y(t) dt (rotation autour de 'axe Oy)

Si pour t € [t1;te], le domaine limité par I" est fermé et entierement situé d’un cété
de I’axe, alors le volume du corps de révolution est

Venr / R d.

31
Exemple : Volume du tore :

{ =R+ rcost t € [0:27]

y =rsint

Alors (axe de rotation = axe Oy)

27 27
V:W/a:2y dt:ﬂ'/ (R+rcost)2-rcostdt:7rr/ (R? cost 4 2Rr cos® t + 12 cos® t) dt
0 0

= 7r(0 4 2Rr - 7 +0) = 272 Rr?.



128 CHAPITRE 5. CALCUL INTEGRAL

5.6 Surface de révolution

Rotation autour de ’axe Oz

On considére a nouveau une courbe I' : y = f(x) que 'on fait tourner autour de 'axe Ozx.

On engendre ainsi une surface de révolution dont on veut déterminer 'aire.

Pour ce faire, on divise I' en n cordes Pr_1Px. Chaque segment Py_1 P, engendre, en tour-
nant, une surface qui est égale a

flze) + fzr—1)
2

Asy = 2 - A,

A 2
ou I est la longueur de la corde Pr_1P;. Or, on a montré que I = {/1+ <yk> Axy.

Donc

ZASk—ZQ Ul +f(x’“) 1+ (25’“) . Az,
k

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient, si la limite existe

S = 27r/xQ f(2)\/1+ f/(2)? d.

L’élément différentiel de surface est

dS = 2myds = 27y - \/da? + dy? = 2nf(2)\/1 + f'(z)? dx

ot ds = élément différentiel de longueur = +/dx? + dy? dx.

Rotation autour de 'axe Oy

Par analogie, la rotation autour de ’axe Oy donnera la surface

zQ
S = 27r/ /14 f'(z)? dx.
zp

Ici, on a dS =2rxds
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Exemples 5.33.

1) Miroir parabolique : soit ¥ = 22 un arc de parabole avec 0 < z < 1.

La rotation autour de Oy donne un miroir parabolique.

Sa surface vaut
! T2 ov3/olt
S:27r/ gc\/1+4x2cm~:Zg (14 422)3/ 028(5‘/5_1)'
0

xr = Rcosyp c w]

2) Surface d’une sphere. On a I': { y = Rsin

w/2
S:2-/dS:2-27T/ z\/ ()2 + y(p)? dp
0
w/2
—47r/ Rcosy- R dp = 4w R
0
5.7 Convergence des séries : critere intégral

oo
Considérons la série a termes positifs Z Up, -
n=1
Posons f(n) = u, et prolongeons la fonction discréte f(n) aux valeurs réelles x > 1.

La condition nécessaire de convergence de la série est que u, — 0 ce qui implique que
f(z) — 0.
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Om impose de plus que f(x) soit décroissante.
Alors la somme partielle
Sp=u1 +uz+ -+ uy

est la somme des aires des rectangles de base 1 et de hauteur f(n). Comme f(x) décroit,

on a il
Up >/ f(z)dx
et donc
2 n+1 n+1
sn>/ f(x)dx—i—---—l—/ f(x)da::/ f(z)dz.
1 n 1
De méme,
n+1
it = fu4 1) 1< [ fa)ds
d’out

2 n+1 n+1
sn+1<u1+/ +--~—|—/ —u1+/ f(z)dz.
1 n 1

Si 'on fait tendre n vers l'infini, on obtient le critéere suivant :
o0 (o]

o sil= / f(z) dx diverge, alors s,, > / f(z)dz : la série diverge
1 1

o0
o sil= / f(x) dx converge, alors lim s,11 = s < uj + I : la série converge
1 n—oo

Applications

. 1 . . .
Les séries E — (r > 0) converge si r > 1 et diverge sinon.
n

Exemples :
1
1) Que peut-on dire de kZ_Q Ik ?
Posons 1
f@) = xlnz’

00 o 9 00
0/2 f(x)dac—/2 oy dr = [ln]lnx\h = +00.

On en déduit que la série diverge.

e On a bien f(z) décroissante car f' =

— 1
2) Prenons Z Mk
k=2

est décroissante et

Alors f(z) = 2 a)?

o > q o 1 1 1
dx = —(nz)?dr=—(nz)"!| =——lim — = —.
/2 f(w)da /2 x( nz) . (Inz) 2 In2 gggo In¢ In2

On en déduit que la série converge.



Chapitre 6

Equations différentielles ordinaires

6.1 Introduction et définitions

Cherchons toutes les fonctions y = f(x) satisfaisant 1’équation fonctionnelle
fl@) + f(z) =0 (%)

En essayant, on trouve que f(z) = e~ satisfait I’équation (x).
Y a-t-il d’autres solutions ?
Par linéarité, f(x) = Ce™® est aussi une solution pour tout C' € R. On verra plus tard que

toute solution de (x) est de la forme Ce™?.

L’équation (*) est une équation différentielle du ler ordre = équation reliant une fonc-
tion inconnue f(z) et sa dérivée f'(z).

Définition 6.1. Plus généralement, une équation différentielle d’ordre n est une équation

Oz, y, 9, ..,y™) =0

faisant intervenir une variable x, une fonction inconnue y = y(z) et ses dérivées y/(x),
y'(x), ...y (z) jusqu’a I'ordre n.

Exemples 6.2.
1. Circuit électrique RLC' série :

Notons ¢(t) la charge sur la capacité. Alors le courant est la dérivée de la charge :
I(t) = 4(t).
e résistance R : U = RI(t) = Rq(t)

131
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dI(t
e inductance L: Uy = L - d(t) = L(t)
e capacité C': ¢ = CUg¢
e U =U(t) : tension de la source.

Alors on doit avoir Ug + Ug + U, = U(t) ce qui donne

Ri(t) + zalt) + Li(t) = U (1),

C’est une équation différentielle d’ordre 2.

2. En mécanique newtonnienne on a ’équation F' = ma.
Soit ¢ le temps, y(t) la position, §(t) la vitesse et §j(t) l'accélération. Si on suppose que
la force dépend du temps, de la position et de la vitesse F' = F(t,y,¥) , on doit résoudre
I’équation différentielle du 2eme ordre :

mij = F(t,y,7)

Remarque 6.3 (Conditions initiales). Pour résoudre une équation différentielle, on fait
une intégration : la solution générale contient donc une (ou plusieurs) constante(s)

Cq, Co, ...Cy.
Souvent, & ’équation différentielle ®(z,y,7/,...,y™) = 0 s’ajoute une condition initiale

y(z0) = yo, ¥'(z0) =vo, ..., y" Y (xg) = bo.

Cette condition initiale impose la valeur des constantes C; : on parle de solution parti-
culiere.

6.2 Equation différentielle du premier ordre
Forme générale : ®(x,y,y’) = 0.

Sous des hypotheses tres larges, on peut écrire

Y = ¢(x,y)

C’est la forme normale.

6.2.1 Equation séparable
Si
y' = ¢(z,y) = f(z)9(y)
on dit que ’équation différentielle est séparable. On a alors
1 1 dy

@-y:f(x) =  ——~——=fr) =  ——dy=f(z)d

— /g(ly)dy:/f(x)dx

Le probleme se rameéne a 2 intégrations.
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Exemples 6.4.
1. oy —2y=0

2y 1 dy 2
T y dx acy

e y_—
X
1 1
. /dyzQ/dx — lnly| = 2ln|e| o
y A

/

— y=0C. 2? CeR (solution générale)

Si de plus on veut y(1) = 2, alors y(z) = 222

2.y =(1422)\/1+9y?

133
1 2
—dy = —dx
Y x
— =

dy 1
— — = (14+22)\/1+79y? = /dy:/(1+2x)da:
V1+y?

dx
= arcsinh (y) =z + 2>+ C
= y(x) = sinh(z + 22 + C) solution générale

Si 'on veut par exemple y(0) = 0 alors y(z) = sinh(z + 22).

Equation autonome

Un cas particulier d’équation séparable est celui des équations dites autonomes :

L’équation est indépendante de z . On a alors

dy _
@—g(y) - dy = dx .

Apres intégration on obtient

1
/g(y)dy:a:—i—C (%)

Exemple : résoudre 3 = y? + y. Alors ygd_?iy =dux. Or

1 11
/ dy:/—dy=1n|y|—1n1+y|=

vty y y+1

L’équation (x) devient In ‘ﬁ’ =z + ¢ ce qui donne

%::I:ecm:Cem CeR
Yy

Cette équation implicite se résoud pour donner

ln‘

y+1

|
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6.2.2 Equation homogene en x et y
Définition 6.5. On dit que ¢(x,y) est homogéne de degré 0 en x et y si

o(tx, ty) = o(z,y) pour tout t € R.

Exemples 6.6.
23 4 xy?
y* + 2%y

degré 3
degré 3

L ¢(z,y) =

est homogene de degré 0 (

) car

é(tz, ty) 323 + tat?y®> 23 + 2y
€T = = =
T B 222y P+ a2y

o(z,y).

2. ¢(x,y) = zy n'est pas homogene de degré 0 car ¢(tx,ty) = t2xy # ¢(x,y)

2 2 1
3. pla,y) = 2 SR _CETY L bay).

Y est pas homogene car ¢(2x,2y) = =
dxy 2 zy

Résolution : On effectue le changement de fonction | y(z) = u(x) - x

— y’:xu'+u

et ceci nous ramene a une équation séparable en x et u(z).

Exemple : ¢/ = homogene de degré 0.

x
x2 + y?

En posant y = uz et donc 3y’ = v’z + u, on obtient

e+ u= z*u = Y - u/:1~[u—u] - duzl'[_u?’]
2 4 u2z?2 14 u? z |14+ u? dr =z 1+ u?
2 2
— _1+3u du:ld:p — /_1+3u du:/ldl‘
U x U x
1
= 2—u2—ln|u|:1n\x|—|—c.

C Y
omme 4 = —, on trouve
T

2

x
TyQ =ln|z|+Inly/z|+c=Inly|+c¢ = e /207 = |y -\ei/.
=C

On obtient finalement
Cy= % /2

C’est une forme implicite impossible a résoudre sous la forme y = f(x).
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6.2.3 Equation linéaire

Une équation différentielle du premier ordre linéaire est (sous forme normale) :

Y +a(z)y = b(x)

ATTENTION : elle est linéaire en y et ¢ ; pas en x.

e Le terme b(x) est appelé le second membre.
e Sib(x) =0, ’"équation est dite homogene. Sinon elle est inhomogéne ou avec second
membre.

Exemples 6.7.

Cos T CoS T
— '+ y =2z  est linéaire inhomogene avec a(x) = et b(z) = 222
x x

— 4y -y+zy=2x—1 n’est pas linéaire
4q3

— €%y + 423y =0 est lindaire homogene : i + —y=0
N

=a(x)

Pour résoudre une équation linéaire, on procede en 2 étapes :
(I) d’abord on résoud ’équation homogene (en posant b(z) = 0);
(IT) puis on résoud ’équation avec second membre.

(I) Equation homogéne

Soit y/(z) 4+ a(z)y = 0.

< | =
U
<
I
=)
=
I
|
=}
—~
8
~—
U
8
I
[
N
—~
=
_|_
o

ot A(x) est une primitive de a(x). Ceci donne finalement

Solution générale de ’équation homogene : yp(z) =C - e 4@ CeR

On note w(z) = e~ A,

Exemple 6.8. i/ + 22y = 0.
Onaa(z) =22 = A(x)=123/3 ce qui donne

y=Ce /3
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(IT) Equation inhomogeéne (avec second membre)
Théoréme 6.9 (Théoreme 1). La solution générale de l’équation inhomogéne
Y +a(x)y = b(x)

s’écrit comme la somme de la solution générale de I’équation homogéne et d’une solution
particuliere de la solution inhomogeéne.

DEM : Soit w(z) une solution de ’équation homogene et yp(x) une solution particuliere de
la solution inhomogene. Alors

(@) + yp(@)] + o(x) [0(2) + yp(@)] = (@) + alz)u(z) + yp(@) + a(@)yp(z) = ba)
=0 =b(z)

ce qui montre que w(x) 4+ yp(x) est une solution de 1’équation inhomogene.

Réciproquement, soit z1(x) et z2(z) deux solutions de ’équation inhomogene. Alors

1(z) + a(z)z1(2) — [25(2) + a(z)22(2)]

[21(2) — z2(@)] + a(@) [a1(z) — 22(2)] = 2
=b(z) —b(x)=0

ce qui montre que w(x) = z1(x) — z2(z) est solution de I’équation homogene et donc que
z1(z) = w(z) + 22(2). O

Résolution de I’équation avec second membre : Il reste a trouver une solution parti-
culiere de I’équation 3’ + a(z)y = b(z). Pour cela on utilise la

A : Méthode des essais
On essaie une solution de la forme
yp(z) = K1 fi(x) + Kafo(x) + - + Kp fu(x)

ou les f; sont choisies relativement a la forme du second membre b(x).

Exemples 6.10.
1.

Y +y=e" +sinx (1)
On essaie yp(x) = Kie” + Ky sinz + K3 cosx que 'on introduit dans (1). On obtient

Kie® + Kocosx — Kasina + K1e® + Kosina + Kzcosx = ¥ +sinx

ce qui donne K = % et le systeme

Ko+ K3=0
Ky—Ks=1
dont la solution est Ky = % et K3 = —%.
Une solution particuliere est donc
yp(z) = < (e” +sinx — cosx).

2
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2. Y +2y =2 (2)
On essaie yp(r) = Ke~2?*. Introduit dans (2), ceci donne

—2Ke 2 4 2Ke 2% = 92¢72®

qui est impossible. Le choix est mauvais.

3. 2vy +y =2 — .
On essaie yp(r) = K122 + Kox. Ceci donne

21 - (2K 12 + Ko) + K122 + Koz = 2° —

et donc 5K7 =1 et 3Ky = —1. Une solution particuliere est donc
1 1
yp(z) = 53:2 — 3¢

Si la méthode des essais ne marche pas, on applique la méthode générale :

B : Méthode de la variation des constantes

On cherche une solution particuliere en posant

yp(z) = c(@)w(x)

ott w(z) = e~ A®)

En introduisant yp et v} dans I’équation y/(x) + a(z)y(x) = b(z) on obtient
d(@)w(z) + c(z)w'(x) + a(z)c(z)w(z) = b(x)

ce qui devient, en utilisant le fait que w'(x) + a(z)w(z) = 0,

Finalement

ce qui montre que ¢(z) est une primitive de b(z)e(®).

En résumé, une solution particuliere de ’équation y' + a(x)y = b(x) est donnée par

avec clx) = / w(@) dx = /b(x)eA(‘”) dx.

137

est la solution de I’équation homogene et ¢(z) une fonction a trouver.
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Exemples 6.11.

1. Résoudre I’équation

, T _ x
Y 1+x2y_(1+x2)2'
——
=a(z) =b(z)
T 1

(I) Equation homogene :

La solution générale de I’équation homogene est donc

C

yn(z) = Cw(z) = \/ﬁ

(IT) Equation avec second membre :

_ b(l‘) — 7'% x €T = 7.% .Z_—il
C(“””>‘/w<w> dm‘/(lw?)”” Hd ‘/<1+az2>3/2d R =

et alors une solution particuliere de I’équation inhomogene est donnée par

_ _ 1 1 _ 1
yp(z) = c(z)w(x) = —mm =12

La solution générale est alors

C 1

- vC € R.
V1i+z2 1422

y(z) = Cw(z) +yp(z) =

2. Résoudre
v +y=¢e" +sinzx .
——

(I) Equation homogene : ¢/ +y =0 — w(x) =e”
(IT) Equation inhomogene :

c(z) = / i((a;)) dr = /e‘”(ez +sinz) dr = %eh + %ex(sinm —cos )

et donc ) )
yp(z) = w(x)e(x) = iez + §(sinx — Cos )

Finalement, la solution générale est

y(r) = Cw(z) + yp(z) = Ce™™ + %ex + %(sinx — cos ).

3. Résoudre

xy’—2y:x2—:c.

Forme normale :

2
y —~y=x-1
xr
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avec a(z) = —2 et b(z) =z — 1.
. N / 2
(I) Equation homogene : ¢y’ — —y = 0.
x

Az) = /a(x) dx = —2In |x| = w(z) = e A@ = 2Infzl — 42

et la solution générale de I’équation homogene est
yn(z) = Cw(z) = C22.

(IT) Solution particuliere de I’équation inhomogene :

d@=/ﬁgﬂwa/;@—DM=/;—;yw=mm+i

Une solution particuliere est donc

1
yp(z) = w(z)c(x) = 2*(In|z| + =) = z + 2% In|z|.
x
La solution générale est alors

y(z) = yn(x) + yp(z) = Ca® + 2 + 22 In |z CeR

6.2.4 Equation du type y' = ¢ <§$IS§I;>

On se ramene a une équation homogene de degré 0 en posant

z =&+ a nouvelle variable
y=wu+ [ mnouvelle fonction = 3’ =/

ax+b+c=0

ou « et 3 satisfont le systeme : { do+ef+ f =0

Exemple 6.12.

; 2rx+y+1
C daty
20+ 6+1=0 1
= — :—2
= {4a+,8:0 = a=g,
On pose donc
r=E(+3
y=u—2
L’équation devient (avec y' = ')
26 +u
/_ =
R e GG

C’est une équation homogene de degré 0 car ¥ (t&, tu) = (&, u).
Résolution de (x) : on pose u = &v = u = v + &'. On obtient

%4t 24w

C4E4 v 44w

v+ &

C’est une équation séparable.

139
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6.2.5 Equation de Bernoulli

Y = fl@)y+glx)y” n#l

On divise I’équation par y™ pour obtenir

v Fa) L+ g(o)

Y

On pose
1 _
) = oy = y' "
y/

Alors 1 = (L=m) -y~ o/ = (1= m)- L.
L’équation devient

1

i = [+ g(a)

qui est une équation différentielle linéaire (en u(x)).

6.3 Equation différentielle du 2eme ordre

Forme générale :
(z,y,y,y") =0

Forme normale :

y' =z, y,y)

6.3.1 Equation sans terme y

Si ’équation ne contient pas de y

y' = o(x,y), on pose u=y'

ce qui donne v’ = ¢(x,u). C’est une équation du premier ordre en u(z).
Ayant trouvé u(x) on intégre pour obtenir y(x).

6.3.2 Equation autonome (sans terme z)
Si ’équation ne contient pas de x :

/

y"=o(y,y'), onpose  z(y) =y
ce qui donne

, d, d d dy  dz

V= 1y = 2(y) = 2-2y) - oo = ke 2(y)2' (y)-
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d d
ATTENTION : ici 2/(y) signifie 2 ot pas id
dy dx

11 suffit alors de résoudre 1’équation du ler ordre en y :
2(y) -2 (y) = oy, 2(y)).

d
Puis, quand z(y) est trouvé, on résoud encore I’équation différentielle d—y = z(y).
x

Exemple : résoudre

yy// _ y/2 +y/y2_
Il n’y a pas de x.
Onposey =z2(y) = y'=z2-7

1
:>y-z-z’:z2+zy2 — z’(y)fgz(y):y

En divisant par z, il ne faut pas oublier la solution z = 0, i.e. ¥/ = 0 donc y = K.
C’est une équation du premier ordre linéaire inhomogene, avec a(y) = —— et b(y) = y.
Y

On en déduit A(y) = —In|y| et w(y) = e AW = y.
La solution générale est, apres calculs,

2(y) = Cy +y°.
. N dy 2
Onrevientazx: z=-—-=Cy+y
dx
dy 1 /1 1
=d == —|l-—— | dy=d
Cy+y? C(y C+y> o
Intégration :
1 Y Y Cx+CK C
= =1 ‘ ‘: K — 7 = elEt = De™*
c C+y v y+C ¢ ¢
Ceci donne y = D(y + C)e“® et finalement
CDe“® CD
y(x) : D.CeR.

T 1-DeCr e Cr_D

Il faut rajouter a cette solution générale la solution y = K trouvée plus haut.

6.3.3 Equation linéaire

Forme générale : Ay (z)y” + As(z)y’ + As(z)y = B(x)
Forme normale :

y" +p(x)y + qlx)y = b(z)

Comme pour le ler ordre,

solution générale de I’équation inhomogene = solution générale de I’équation homogene
4+ une solution particuliere de 1’équation inhomogene.

(cf. Théoreme 1)
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(I) Equation homogeéne

On considere I'équation

v +p(x)y +qlz)y =0 (6.1)

Définition 6.13. Deux fonctions y1,ys : I —> R dont dites linéairement indépendantes si

[ayi(x) + Py2(x) =0 Veel] = a=p=0.

Théoréme 6.14. L’équation (6.1) posséde deuz solutions linéairement indépendantes yi(x),
ya2(x) et toute solution y(x) de (6.1) est de la forme

y(x) = Cryr(z) + Coya(z)

avec C1,Cy € R

Il n’y a pas de méthode générale pour résoudre (6.1). Cependant, si on a trouvé une solution
y1(x), on peut chercher la seconde en posant

Yo = Uy

ou u satisfait une équation différentielle du ler ordre.

2

Exemple 6.15. SU y' —xy +y=0.
T+ 2

On remarque que y1(x) = = est une solution.
Posons yo = uzx. Alors v = v’z + u et y§ = u”x + 2u'. Dans ’équation, ceci donne

2 " / / ? 7 22° 2\, ./
= I+2(um+2u)—x(uw+u)+uaz:0 = P +(x+2—x)u:0
'/E3 n x3 / n !/ v=y/ /
— =0 = ' —u=0 = v -0v=0

u’ — U
T+ 2 T+ 2
= 9yv=¢e = u=¢€"

et donc

Yo = ur = xev.

La solution générale est donc, par le théoreme 6.14,

y(z) = Crx + Coxe®.

Un cas particulier est résoluble complétement : ce sont les
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Equations a coefficients constants

Forme normale :

v +py+qy=0 pgeR (*%)

On cherche une solution de la forme y(x) = e, En remplacant dans I’équation, on trouve
A2eM 4 phe 4 geM =0

ce qui donne A% + pA +¢ = 0.
Le polynoéme
P\) =X +pA+gq

est appelé le polynéme caractéristique de 1’équation (xx).

ler cas : P(\) a deux racines réelles distinctes A\; et Ag. Alors
y(z) = C1eM" + Cpe?

est la solution générale.

2¢éme cas : P(\) a une racine réelle double A = \; = As.
Alors yi(z) = e est une solution et en posant yo = uy; on obtient yo(z) = ze’. La
solution générale est alors

y(z) = Cp - e + Oy - ze?®.

3éme cas : P(\) a deux racines complexes conjuguées
Al = i+ wot et Ao = 1 — wol.

Alors A ‘
elutwod)z — pno pFwoir _ pue, [ cos(woz) + i sin(wpx)].

On en tire 2 solutions réelles linéairement indépendantes :
y(z) = e’ - [C1 cos(woz) + Cy sin(woz)]

est la solution générale.
wo = pulsation propre de I’équation (du systeme).
Si pu < 0, c’est le facteur d’amortissement.

(IT) Equations linéaires inhomogeénes

On sait, par le théoreme 6.14, que la solution générale y(z) de 1’équation

y' +p@)y + q(z) = b(x) (6.2)
est de la forme
y(x) = Cryi(x) + Caya(x) + yp(x)
ot Ciy1(z) + Caya(x) est la solution générale de I’équation homogene et yp(z) une solution

particuliere de 1’équation (6.2).
Il reste a trouver une solution particuliere a I’équation (6.2).
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A : Méthode des essais

On essaie une fonction de la forme

yp(z) = ap - fulx)
P

ou les fi sont judicieusement choisies.

Exemple :
" .2 .z
Yy +y=2x"+sn 5"
Pour 22 on pose : f1(z) = a1z? + azx + a3 ce qui donne
o] = 1
201 + (2% 4 oz + a3) = 22 - = — fi(z) =2% -2
a3 = —2
Pour sin g, on essaie fa(z) = asin § ce qui donne
oz,x+_:n_:v N Fol2) 4  x
——sin— + asin — = sin — )= —sin —.
4772 2 2 2 372

Une solution particuliere est donc

4
yp(x):x2—2+§-sin§

B : Méthode de Lagrange (ou variation des constantes)
Soit
w(z) = Cryi(x) + Caya(x)

la solution générale de 1’équation homogene ou y; et yo sont linéairement indépendantes.
On cherche une solution de la forme

ypr(z) = p1(@)y1(z) + p2(2)y2(z)

ou pi1(x) et po(x) sont des fonctions & déterminer.
On impose en plus

Y11 + Y205 = 0 (I)
ce qui donne
Yp = P1Y) + 205 + P1Y1 + Phyr = ©1y1 + P2ys
T
et
Yp = P11 + ©2ys + 191 + o215

En substituant yp, yp et y} dans 'équation (6.2), on obtient

Oy + ehys + o1yl + aus +p - (1) + w2un) + - (P11 + pay2) = b(x)
= Pt et [yl oy tan] e (s Hpys +aye] =b(z) (k%)
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Or
{yY+mA+%n=0
Y5 +pys +qy2 =0
car y; et yo sont des solutions de 1’équation homogene. Donc (x * x) devient
Pt + by =b(x) ()

11 faut donc résoudre le systeme linéaire (I) + (II) :

{ Y1) + Y2y =0
Y161 + Yy = b(x)

qui s’écrit matriciellement

Le déterminant W = det(M) s’appelle le wronskien de y; et yo. Il est non nul car y; et yo
sont linéairement indépendantes. Alors

(i) :M_1'<b8c>>

En intégrant ensuite ¢} et ¢, on obtient ¢; et 9.

Exemples 6.16.
1. vy +y=sinuz.
On a b(z) =sinz
(I) Equation homogene (& coefficients constants) : ¢y’ +y =0 =
yi(z) =sinz et y2(x) = cos .
(IT) Equation inhomogene :
Mo (Y oy sinx cosx
S\ Yy vy ) \cosz —sinz

et donc W = det(M) = —1. Alors
o1\ _ 1 [ =by2\ _ ([ by2 \ _ [ sinwcosx
oy )W\ by )\ —by )\ —sin’(2)

1 1 1
= pi(z) = isin2:1; et wa(x) = 5 + 1 sin(2x).

Intégration :
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Une solution particuliere est donc

yr(z) = Y11 + Y202
. L., 1 1.
=sinz- o sin"z +cosz - (—530 + - sin(2x))

4

$= —gTeosT
La solution générale de 1’équation y” + y = sinx est alors

1
y(z) = Cry1 + Coy2 + yp = Cisinx + Cycos z — ixcosx,

2. Résoudre xy" — (2e+ 1)y + (z+ 1)y = 2ze”

2z4+1 , z+1
Yy +

y =2e” = b(x) = 2"
x

Forme normale : 3y —

(I) Equation homogene : en essayant on trouve y(z) = e*.

On pose alors yo = uy; = ue®. Ceci donne
yh =u'e” +ue® et yh =u"e” + 2u'e” + ue”.
Introduits dans I’équation & résoudre, on obtient

ze® (u" + 2u' +u) — (22 + 1)e* (v + u) + (x + Due® =0

= Wr—u =0 = u=21) = ya(r)=12%"

— T
Donc{ e
Y2 =€

(IT) Solution particuliere de I’équation inhomogene :

Yy Y2 e’ r2e”
M= —
( vy vh > < e®  e®(x? 4+ 2x) )

et donc W = det(M) = e2*(2? + 2z — 22) = 2xe?*. Alors
cp byz 1 —2e%x%e”
©h 2566250 T 2ger 2e”e”

: N . s . 2
ce qui donne, apres intégration : ¢1 = —% et w2 = In|z|.
Une solution particuliere est donc

1
yp(x) = p1y1 + pay2 = —55626“"” +1n |z|z?e”
——
__1
=—3Y2

La solution générale de I’équation étudiée est alors

y(x) = Cry1 + Crys +yp = Cre® + Coa®e” + x%In |z]e” C1,C € R
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6.3.4 Equation de Ricati

y' = g(2)y® + f(x)y + h(z)

C’est une équation du ler ordre (non linéaire). Apreés un changement de variable judicieux,

on se ramene a une équation linéaire homogene du 2eme ordre.

1 /
_ u—. On obtient

Onposey:—g(x) »
,_g’(x)_g’_ 1 u'u — u'?
YT pw) g<z>< u? >
L’équation devient alors
gx) o 1 (du—u?\ 1 w? fx)d . -
iy aw (CF) i g e e
" 9'(z) u h(z) - u =
(58 1@) i+ g a0

C’est une équation linéaire homogene du 2éme ordre.

6.3.5 Equation différentielle d’Euler

équation diff. linéaire homogene du 2eme ordre

x2y"+a:cy’+ﬁy -0

On essaie une solution de la forme y = 2" (pour z > 0) .

Dans ’équation, ceci donne :
2 r—2 r—1 ro__
z-r(r—1)2"""+ox-ra" " + pa" =0.

On obtient alors r(r — 1)a” + arz” 4+ 2" = 0 ou encore

2+ (a—1)r+6=0.

3 cas possibles :
ler cas : Deux solutions réelles distinctes 71 et 9. Alors les 2 solutions linéairement indépen-

Yo =1

dantes sont
y1=a"
r9. Alors les 2 solutions linéairement

2¢me cas : Une solution réelle double » = r;

indépendantes sont
y1=a" yo =2 Inzx

3eme cas : Deux solutions complexes conjuguées :

rr=a-+bi et r9=a—bi.
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Alors 0%V = gog®bi — gaetbilne — pa (cos(blna) £ isin(blnx)).

On en tire 2 solutions réelles linéairement indépendantes :

y1 = z%sin(bln x) y2 = z% cos(blnx)

Exemple 6.17.

2%y +2y +y=0 (a=1=0p)
— ?4+1=0 = r=4i = vy (z)=sin(lnz) et y = cos(lnx)
=  y(x) =Cisinlnz + Cycoslnz C1,Cy € R.

2. 2%y — 22y +2y=0 (a=-2, B=2)
— -3 +2=0 = r=1,m=2 =y =z y) =2’

= y(z) =Ciz + Cox? C1,Cy e R.

6.4 Applications

6.4.1 Position d’équilibre d’un cable

Cable fixé en ses extrémités et soumis a son propre poids.

Forces agissant sur le bout M P :
e tension Ty en M et T en P.
e Poids: G=ji-g-sou

liZ]] = 1 = masse spécifique du cable,
g = constante universelle de gravitation et
s = longueur de 'arc PM.

Equilibre des forces :

1) composante verticale : T'sin v = pgs
2) composante horizontale : T cosa = T.
On en tire

Donc
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On doit résoudre ’équation

y’:K/ V1+y?dx (%)
0

avec les conditions initiales :

En dérivant (x), on trouve

=y du
//: 1+ /2 g u/: 1+u2 e —_—
y =Kyl+ty Kv T

:f> arcsinhu = Kz +C = w=sinh(Kz+C)=1vy
= ¢ =sinh(Kz) cary/(0)=0.

D’oit finalement y = % cosh(Kx) + D.
En utilisant la condition initiale y(0) = h, on obtient

1 1
= — cosh(K h——.
y(z) 7 Cos (Kz) + e
6.4.2 Phénomenes oscillatoires
Forces en présence :
e Force du ressort proportionnelle & I’élongation : F} = —Ky(t)
e Force de frottement proportionnelle & la vitesse : Fr = —ay/(t).

e Force extérieure : Fy = F(t).
Equation de Newton : | + F» 4+ F3 = ma.
Ceci donne
my" = —-Ky—ay + F(t) =

Y +ay +ky = F(t) (*)

Q)

K t
avec k = — > 0, a:g>OetF(t):
m m

3

= Kdx

149
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Equation homogeéne (=sans force extérieure)

y" + ay + ky = 0 : Equation de second ordre linéaire & termes constants :

Polynome caractéristique : P(A\) = A2 +a\+ k=0

ler cas :
A=a?—4k >0 - deux solutions réelles négatives :
—a ++Va? — 4k
)\172 = <0
2
Alors

yn(t) = CreM! + Coet!

Pas d’oscillation, amortissement exponentiel.

2eme cas :
A=a?>—4k=0 = une solution réelle double négative :
a
A=A =X = —5
Alors

yn(t) = (C1 + Cot) e 2!

Pas d’oscillation, amortissement critique.

3eme cas :
A=a?>—-4k <0 - deux solutions complexes conjuguées :
a .
)\172 =——= wo?
2
_ V4k—a? _ lsati
avec wy = Y5 = pulsation propre

a o
Facteur d’amortissement = — = —.
2 2m



6.4. APPLICATIONS

Alors
yn(t) = [C1 cos(wot) + Ca sin(wot)] - e~ 2

Oscillations et amortissement exponentiel.

Cas particulier : si a = 0 (pas de frottements) alors
yh(t) =C4 COS(Wot) + Cs Sin(th)

Oscillations sans amortissement de pulsation propre
4k K
wo= Y2 _ o JE
2 m

Equation inhomogeéne : solution particuliére
Il reste a chercher une solution particuliere a I’équation (x)
v +ay +ky = F(t).

On le fera uniquement dans le 3éme cas (oscillations) :

Méthode de Lagrange : On cherche une solution particuliere de la forme

yp(t) = e~ 2 t 1 (t) cos(wot) + @a(t) sin(wot)] .

cos(wot) sin(wot)

btient M = e3¢ -
On obtien e 2 ( —wo SlD(CU(]t) wo COS(wot)

> et le wronskien est alors

W =det(M) = e - w.

( 28 > - % ( _blzgz)/:? ) = :O et ( FF(’ ()t)ciisrzfuc:%):_—;t >
= i . e%tF(t) < — sin(wot) )

cos(wot)

Ceci donne

d’ou l'on tire

yp(t) = e 2" [cos(wot)p1 (t) + sin(wot)pa(t)]

151

s t) _a ¢ sinwot) [ o
= ¢ 00s{wot) / F(x)ez*sin(wox) dz + e tsmff())/ F(x)ez?® cos(wox) dx
0 0

a2y
= ¢ / F(x)e2 *[ sin(wot) cos(wox) — cos(wot) sin(woz) | dx

wo Jo

6_% t t a

= / F(z)ez " sin [wo(t — )] dx (xx)

wo 0
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En général, (xx) est tres difficile & calculer.

Oscillations forcées : On fait agir une force périodique sur la masse m :

F(t) = Asin(Qt + )

Alors (#x*) reste compliquée a intégrer. On cherche une solution particuliere directement
pour ’équation différentielle

v+ ay’ + ky = Asin(Qt + 0)
en essayant une fonction de la forme :
yp(t) = D1 cos(2t + 0) + Do sin(Qt + 6)

ce qui donne, apres calculs :

A , a
yp(t) = NG e sin(Qt + 6 + ) avec 3 = arctan PRy
Dans ce cas particulier (3éme cas) , la solution générale est donc
y(t) = yp(t) 4+ |Cicoswyt +CgSinth] '67%{/
\v./ ,

oscillations non amorties,

o i ) oscillations avec amortissement,
regime stationnaire

régime transitoire

Si a — 0 (peu de frottement), alors 'amplitude des oscillation de yp(t) devient grande
lorsque Q2 ~ k.

A la limite, on a le phénomene de
Résonance
Lorsque a = 0 (pas de frottements), on obtient la solution générale

y(t) = ‘k_Am' sin(Qt + 0) + Cy cos(Vk t) + Cy sin(Vk t)

Si Q = wy = Vk, la solution n’a pas de sens. Il faut reprendre 1’équation différentielle qui
devient

Y + ky = Asin(Vkt +6) = A[cos@ -sin(Vkt) + sin 6 - COS(\/Et)}
On essaie la solution particuliere yp(t) =1t - [Dl cos(Vkt +6) + Dysin(vVkt + 0)}

Calculs =
t) = ———-t-cos(VEkt+0).

Les amplitudes augmentent jusqu’a la rupture du matériau.
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6.4.3 Circuit RLC série

Reprenons 1’équation différentielle d’un circuit RLC :

Li(t) + Ri(6) + 5a(t) = U(0)

C : capacité du condensateur
L : inductance
R : résistance

Forme normale :

On va résoudre le probleme avec
e U(t) = Uy pour t > 0 (on applique une tension constante & partir du temps ¢t = 0).

On impose de plus les conditions initiales suivantes :
e ¢(0) =0 (le condensateur est déchargé lors de l’enclenchement) et
e §(0) =0 (le courant est nul au temps ¢ = 0).

(IT) Solution particuliere de ’équation avec second membre
Comme U (t) = Uy = cste, on vérifie que

qp(t) = CUy

est une solution particuliere de ().

(I) Equation homogeéne :
G(t) + —q(t) + = (t)=0
T T e

C’est la méme équation que celle pour le ressort avec des constantes % et % positives. Les
3 cas sont donc les mémes :

Polynome caractéristique :
R 1
2 —_ _— =
AT+ L)\ + C 0
R? 4  RC-A4L
dot A=—5——=——~———.
METI T IoT T I
ler cas: Si R?C > 4L alors A > 0 et il y a deux solutions réelles négatives A\; et Ag. Donc

an(t) = K1eM! + Koet?t
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La solution générale est alors
q(t) = qn(t) + qp(t) = K1 eMt 4+ Kye™t + CU,
Les conditions initiales ¢(0) = 0 et ¢(0) = 0 donne le systeme

Ki+Ky+CUy=0
MEK]+ XKy =0

qui se résoud en
A2
AL — Ao
1
A=A

K, =CUy

Ko = —CUp

La solution est alors

A2 At A1 Aot
t: . -, 2 1
q(t) = CUjy <)\1_>\2 e Ny et +

et

N AtA2 A et
i(t) = q(t) = CU,y NN (e e )

3éme cas : Si R?L < 4L, il y a deux racines complexes conjuguées :

)\172 =—at woi
1 4L — R2C
aveca:ﬁ20etw0:§~ W.Alors

an(t) = e *[Ky cos(wot) + Ko sin(wot)]
et la solution générale est

q(t) = qn(t) + qp(t) = e ™[ K7 cos(wot) + Ko sin(wot)] + CUy

q(O) =0 = K1=-CU

CU()CL
wo

q(O) =0 = wyKs—aKi=0douKy=— . Donc

q(t) = CUy [—eat <;‘0 sin(wot) + cos(wot)> + 1]

et
2

i(t) = 4(t) = Clp - e~2t (WO n wo) - sin(wot)
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Cas particulier : Si a = 0 (pas de résistance), alors

q(t) = CUy |1 — cos(wot)] i(t) = CUpwy - sin(wot)

Remarque. En supposant R>C' négligeable par rapport a 4L, on a

1 4L — R2C 1
wop = — - ~
079"V 120 JVIC

et la fréquence d’oscillation est alors

fo
21 2nVIC

Application numérique :

Pour avoir une fréquence d’oscillations de 10kHz, on peut choisir C = 100nF et L =
2.553mH.

Pour avoir R?C << 4L il faut alors R << % donc R << 320wyg.

Remarque : dans une fonction sin(wt) = sin(27 ft), w est la pulsation et f la fréquence
avec la relation

w=2nf.






Chapitre 7

Calcul différentiel a plusieurs
variables

7.1 L’espace R"

7.1.1 Structures sur R"

— L’ensemble R™ est I’ensemble des n-uplets (z1,x2,...,2z,) ou z; € R. On notera
X= (x1>$27 s 7xn)'

— x est un point de R".

— Le point x = (21, x2, ..., x,) sera aussi considéré comme un vecteur-colonne
T1
T2
X =
In

— Les z; sont les composantes de x.

Notation :
Dans R? on notera (z,y) plutét que (zy,x2)
Dans R? on notera (z,y, z) au lieu de (21, z2, 23).

L’espace R™ a les propriétés suivantes :

e L’espace R™ est muni d’une addition :
(X1, T2, <oy @p) + (Y1, Y2, «o vy Yn) = (x1+ Y1, T2+ Y2y -y Tn+ Yn)
et d’'une multiplication par un scalaire :
A (z1, ooy @) = (Axq, ool Axy).

Ces 2 opérations font de R™ un espace vectoriel.
L’élément neutre pour 1’addition est 'origine : O(0,0,...,0).

157
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e L’espace R™ est muni d’'un produit scalaire :

<, > :R"xXR"—R défini par
Y1
<X7y>:inyi:XT.y:(xl an)
i=1 Yn
e L’espace R" est muni d’'une norme :
|- :R*" —R définie par
Il =
e Il est muni d’'une métrique (ou distance) :
d:R"xR" — R définie par
d(x,y) =[x =yl =
qui satisfait les propriétés suivantes :
(i) d(x,y) >0
(i) dix,y) =0 & x=y
(iii) d(x,y) = d(y,x) (symétrie)
(iv) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (inégalité du triangle)
pour tout x, y, z € R™.
e Les vecteurs
1 0 0
1
0 :
61 - . ) 62 - 0 ) ) en - )
: . 0
i 1
0 0

forment une base orthonormale de R".
Remarque 7.1. Sin =1, on a ||z|| = |z| et d(z,y) = |x — y| pour tout z,y € R.
Dans ce chapitre, on va considérer les fonctions
f:D—R"
avec D C R™. A un point x € D on associe donc un vecteur f(x) € R™.

Exemples 7.2.
1. f:R2—R: f(z,y) = 2 +siny

t
2. f:R—R3: f(t)=| cost
tsint
T+ Yz
3. f R —R3: f(o,y,2) = | 2?2 +y?+e?

sin(yz)
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7.2 Courbes dans R"

7.2.1 Définition

Définition : Une courbe (dans R™) est une fonction continue v : I — R"™ ou I est un
intervalle de R. On associe donc pour chaque ¢ € I un vecteur

ou les z; : I — R sont des fonctions réelles.

Proposition 7.3. v est continue si et seulement si les x; sont continues pour tout i.

Remarques :
e (’est une courbe paramétrisée. La variable t s’appelle le parameétre de ~.
e Sil'on peut écrire x,, = f(z1,22,...,2n—1) pour tous les points de 7, alors ~ est le
graphe d’une fonction a n — 1 variables.
Exemple :
t x(t) )
t pu— pu—
o= (5 )= (o
Alors y = e*.

e Si l'on peut écrire F(x1,22,...,2,) = 0 en éliminant le parametre ¢, on a obtenu
I’équation cartésienne implicite de v. (ce n’est pas toujours possible). On perd cepen-

dant la notion du “temps”.
Exemple :
Rcost
() = ( Rsint )

Alors 22 + y? = R?.

7.2.2 Dérivabilité

Définition 7.4 (Vecteur tangent). Si les fonctions z;(t) sont dérivables pour tout i, on
définit le vecteur tangent par

Z1(t)
si=|
(1)
ot 2i(t) = Cgi (®).

On note parfois v(t) = 4(t).
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Interprétation physique : si ¢t représente le temps et () la position d’un mobile, alors ()
est le vecteur-vitesse. Sa norme

I5(0) ] = /£ 20) + -+ 33(8)

est la vitesse du mobile.
En dérivant encore (t), on obtient le vecteur d’accélération

() =

Quelques exemples

1) Mouvement rectiligne uniforme (MRU). Soit a,v € R"™ deux vecteurs fixés. Alors la
courbe
W) =a+wv-t (%)

est une droite passant par le point a et de vecteur directeur v.

Vecteur tangent (vitesse) : 4(t) = v est constante.

U1

V2

e Sin =3, "élimination de ¢t donne 2 équations cartésiennes, chacune étant I’équation
d’un plan et I'intersection des 2 plans donne la droite.

e Sin =2, équation cartésienne : vox — V1Y = vVoa] — V1as avec v = <

2) Mouvement circulaire uniforme (MCU) : soit

([ x() \ _ [ Rcost
(1) = ( y(t) ) N < Rsint )
e Equation cartésienne : 22 + ¢y = R?cos®t + R?sin’t = R2.

o Vitesse : ¥(t) = ( _RRczlsntt ) et donc

15 = V R2sin®t + R2cos?t = R.

La vitesse est constante.
—Rcost

o Accélération : §(t) = —Rsint

> = —(t). L’accélération est dirigée vers le centre.
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3) Hélice : soit
Rcost
~v(t) = | Rsint avec R,c > 0.
ct

C’est la superposition d’'un mouvement circulaire uniforme (MCU) dans le plan Ozy et
d’un mouvement rectiligne uniforme (MRU) le long de 1'axe Oz.

xo + it
4) Chute libre : y(t) = Yo + vat
20 + vt — %th
U1 0
4(t) = (0 J@) =1 0
vz — gt -9

Changement de paramétrisation
Soit I = [a,b] et v : I — R™ une courbe. Soit J = [c,d] et

p:J—1
st

une fonction continue bijective telle que ¢(c) = a et ¢(d) = b.
Alors la courbe

yop : J—R"
s = (p(s))

est la "méme” courbe que vy mais avec une paramétrisation différente.
La fonction t = ¢(s) est le changement de paramétrisation.

Interprétation physique : si t est le temps, le changement de paramétrisation revient a par-
courir la courbe v avec une autre vitesse. Plus précisement

; p z1(p(s)) Z1((s)) - ¢'(s)
Al rll IR | =(p(s)) - ¢ (5).
Zn(p(s)) in(p(s)) - ¢'(s)

Exemple : Reprenons la courbe

Rcost
= <t <K
() ( Rsint ) Osts2m
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Si I’'on pose t = 52 = ¢(s) , la courbe devient

2
’Y(S)sz(S):(RCOSSQ ) 0<s<Vor

Rsins

—2sRsin 2

Alors 9(s) = %ﬁ(s) = ( 96 ] cos 52 > et donc

v(s) =o(s)|| = V4s2R? sin? 2 + 4s2R2 cos? s = 2sR

La vitesse n’est plus constante.

7.2.3 Longueur d’une courbe

Soit P <> (t) et @Q <> ~y(t + At) deux points de la courbe proches I'un de lautre (avec
At >0). On a

Jfl(t + At) — .Zl(t)
w=PQ = ~(t+At) — () = :
Talt + At) — 2, (t)

Alors la longueur de la corde P(Q) est égale a

AL = [lull = V/[1(t + At) — 21 (]2 + - + [wa(t + At) — 24 (1)]?
_\/{:cl(t—l—At)—xl(t)r_i__“_’_ {xn(HAt)—xn(t) L

At At

A0 i (82 -+ an(0)2 - dt

= (@Il de.

La longueur de la courbe entre t = a et t = b vaut donc

b
L= / @)l de

Théoréme 7.5. La longueur d’une courbe est indépendante de la paramétrisation

DEM : On a t = ¢(s) avec ¢(c) = a et p(d) = b. On doit montrer que

[N a= [ | & toeo]
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On suppose que ¢ < d ce qui implique, comme ¢ est une bijection, que ¢'(s) > 0 pour tout
s € J. Alors

2 pogs)| dsz/cd

[5((5) - #'(5)|| ds

d

= [ 5Dl - 1¢(s)] ds
d

= | [H(e(s)Il-#(s) ds
d

= [ Vir(e(s))? +d2(o(s)? + -+ dnlp(s)? - ¢ (s) ds

on pose t = (s) et donc dt = ¢'(s)ds
©(d)

\/:nl 2 4 Go(t)2 4 - + @ (t)2 dt

/ 1K ()] dt =

7.2.4 Angle entre deux courbes

Soient ;1 et v2 deux courbes et P = 71(t1) = 72(t2) un point d’intersection. Alors 'angle
entre 1 et y2 au point P est donnée par la formule

(11(t1) 5 F2(t2) )
91 @ - [192(E2)]]

cosf =

7.3 Fonctions réelles a plusieurs variables

Une fonction réelle de n variables réelles est une application

f:D—R avec D C R"™.

On associe ainsi a tout point x = (x1,...,2,) € D, un nombre réel f(x) € R.

Exemple : f: R? — R définie par f(z,y, z) = 2% + 2y*> — 10z.



164 CHAPITRE 7. CALCUL DIFFERENTIEL A PLUSIEURS VARIABLES

7.3.1 Graphe

Si n = 2, on peut définir et dessiner le graphe Gy d’une fonction f(x,y). C’est le sous-
ensemble de R?

Gy ={(z,y,2)| 2 = f(z,y)}.

Remarque : le graphe d’une fonction a 2 variables est de dimension 3. De ce fait, si n > 3,
le graphe d’une fonction f : R™ — R peut toujours étre défini mais il est de dimension
n + 1 et ne peut donc pas étre représenté ni méme imaginé.

7.3.2 Ensembles et courbes de niveau

Soit f: D C R™ — R une fonction et ¢ un nombre réel. Alors I’ensemble
Ni(c) ={xeR" | f(x) =c}

est appelé ensemble de niveau c de f.

e Dans le cas d'une fonction & 2 variables, Nf(c) est appelé une courbe de niveau.

Interprétation : si f(z,y) est laltitude du point (x,y) sur une carte, une courbe de niveau
Ny (c) représente I'ensemble des points qui ont une altitude donnée c.

e Sin =3, on parle de surface de niveau.

Exemples 7.6.

1. Soit f(x1, 22,72, 24) = 2% + 25 + 23 + 23 Alors pour ¢ > 0, 'ensemble de niveau
N(c) = {(z1, 29,3, 74) € R* | 2] + 23 + 23 + 2] = c} = {x e R* | [[x|| = V/c}
est une (hyper)-spheére de rayon /c.
2. Graphe et courbes de niveau de la fonction z = f(z,y) = xy.
Courbes de niveau ¢ # 0 : f(z,y) =c<=ry=c<=y = g

Les courbes ne niveau ¢ # 0 sont des hyperboles.
La courbe de niveau 0 est donnée par zy =0 <= x = 0ouy = 0. Donc

N¢(0) = axe Ox U axe Oy

Le graphe de f(z,y) est un hyperboloide.



7.4. DERIVEES PARTIELLES 165

3. Graphe et courbes de niveau de z = f(x,y) = x2 + 4y°.

Courbes de niveau : N¢(c) = {(z,y)|z? + 4y* = c}.

Si ¢ < 0, I'ensemble N¢(c) est vide.

Si ¢ =0, la courbe de niveau est un point : (0,0)

Si ¢ > 0 alors Nf(c) est une ellipse d’équation standard

(-

Le graphe z = f(z,y) = 2% + 4y? est un paraboloide.
4. Graphe et courbes de niveau de f(z,y) = = + 2y + 6.

Le graphe z = f(z,y) = +2y+6 est un plan dont I’équation normale est z+2y—z+6 = 0.
1
Son vecteur normal est donc n = 2
-1

Les courbes de niveau ¢ sont d’ équation x + 2y + 6 = ¢. Ce sont des droites paralleles

. 2
de vecteur directeur v, = < 1 )

5. Soit f(z,y,2) = 22 + y? + 22.
Alors, pour ¢ > 0, ensemble de niveau est la surface d’équation 22 + y? 4+ 22 = ¢. Clest
une sphere de rayon /c.
Si ¢ =0, I'ensemble de niveau N¢(0) est un point : (0,0).
Sic <0, N¢(c) est vide.

6. Les surfaces de niveau de la fonction

flz,y,z) =2 —3y+4z

sont des plans paralleles d’équation x — 3y 4+ 4z = c¢. Leur vecteur normal est | —3

7.4 Dérivées partielles

Dans ce paragraphe D désigne un ouvert de R™.
Soit f : D — R une fonction a n variables et a = (a1, az,...,a,) € D un point fixé.
Considérons la fonction

gi(&) = flar, ..., ai—1, & Qix1, ..., Gn).
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C’est une fonction a une variable.
La dérivée de g est appelée la dérivée partielle de f par rapport a la variable z;.

T 0) = %

6.%1' o df
— lim gi(a; + h) — gi(a;)
h—0 h
— im f(al, ey Q1,05 + h,aH_l, .. ,an) — f(al, ey Q=1 Ay Q1 - ,an)
h—0 h
~ lim fla+ he;) —f(a)'
h—0 h

On a les notations équivalentes :

of
(9:62‘

((l) = sz(a) = fu (CL)

0% | —q

Une fonction f : D — R est dite partiellement différentiable sur D si les dérivées
partielles f;,(x) existent pour tout x € D et pour tout i =1, 2, ..., n.
Ceci définit alors une fonction f,, : D — R pour tout i.

Calcul effectif : la dérivée partielle par rapport a z; se calcule donc en dérivant par rapport
a x; en considérant les autres variables comme des constantes.

Exemples 7.7.
1. Soit f(x1,x9,x3,24) = 2m1:c% + x1sinzg + e”3. Alors

for = 29:% + sin x4 fao = 4x1202 + 2$26x§
fzz3 =0 Jzy = 71 COS T4
2.
f(z,y) I fy
xy® y? 2zy
sin(z 4+ 2y) | cos(z +2y) 2cos(x + 2y)
y y ¥ 1Y
ex —Peﬂf geﬂf
%Y 2yz2v—1 2Inz - x%Y
3. Soit

s s (2,y) 40

flog) = { 0 en (0,0)

Nous avons déja vu que f n’est pas continue en (0,0)

Mais F(1,0) — £(0,0) 0
Fo(0,0) = imy TR < i =0

« (0, 1) — £(0,0) 0
Fy(0:0) = Jimg == = i =0

Ainsi la fonction f(x,y) est dérivable en (0,0) bien qu’elle ne soit pas continue.

Donc en dimension n > 2, dérivable ~ #= continue
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Remarquons cependant que

x2 2 — (x x 32
folany) = 2 +( y )+ y§)4y)(2 ) _ (?12 - y;)g pour tout (z,y) # (0,0)

Sur la droite z = 0 (y # 0) on a donc

1
fx07y: = -

(©,9) vty
et sur la droite y =0 (z # 0), on a

z—0

fz(z,0) =0 —=10
La fonction f;(z,y) n’est donc pas continue en (0,0).

On peut montrer que si les f,,(x) sont continues en a pour tout ¢, alors f(x) est continue
en a.
7.4.1 Gradient

Soit D C R™ et f: D — R une fonction partiellement différentiable et ¢ un point de D.
Le vecteur-ligne

(fm(a) fey(a) ... f:vn(a))

est appelé le gradient de f en a. Il est noté Vf(a).
Le gradient définit donc une fonction

Vf:D—R"
x — Vf(x)

—
Le gradient en a est parfois aussi noté gradf(a).

Exemples 7.8.
1. si f(x,y) = 22 + 2y? — 10 alors

Vi(,y) = (22 4y )
2. f(x,y,2) = 2%y + 3zyz + sin(xy) alors
Vf(z,y,z) = ( 2zy + 3yz + y cos(zy) 22 + 322 + x cos(xy) 3zy )

7.4.2 Approximation du ler ordre and plan tangent

Définition 7.9 (Fonction de classe C'). Une fonction f : D — R définie sur un ouvert
D C R" est dite continiument différentiable si toutes ses dérivées partielles existent et
sont continues sur D. On dit dans ce cas que f est de classe C! et on note f € C1(D,R).
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Théoréme 7.10 (Théoreme d’approximation du premier ordre). Soit D un ouvert de R™
et f € CH(D,R). Alors pour tout point a € D, il existe une fonction réelle Ry définie sur
un voisinage V de a telle que

fx)=fa) + V@) (x—a) + Ri(x) VxeV
|
=(V/(a), x—a)

avec
lim B _

xoa [x —al

La fonction Ry est appelée le reste d’ordre 1. C’est un o(||x — al).
Ici, x et a sont vus comme des vecteurs-colonne

Remarque 1 : en posant ©u = x — a € R”, la formule précédente s’écrit alors
flatu) = fla)+Vf(a) - utr(u)
r(u)

avec lim —— = 0. Autrement dit avec r(u) = o(||u).

Remarque 2 :
e Sin =1, on retrouve 'approximation de Taylor du premier ordre autour de a = xg :

f(@) = f(xo) + f'(wo)(x — 20) + R(x)

avec R(x) = o(x — x¢) et 'équation y = f(xo) + f'(x0)(x — 0) est celle de la tangente au
graphe de f en xg.

e Sin =2, on trouve, autour du point a = (xg,yo) :

r — X

) = flaon) + ( Solansn) fy(aow) )+ (2750 ) + Ray)
~ f(zo,90) + fz(z0,y0) - (x — 20) + fy(z0,y0) - (¥ — Yo)-

L’équation

z = f(wo,v0) + fz(w0,%0) - (x — z0) + fy(w0,%0) - (¥ — v0)

est "équation du plan tangent au graphe de f au point (zg, yo).

Exemple : soit
fla,y) =2+ 2% -y,

Alors
Vf= ( 2ry  x? — 3y? )
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Soit a = (xg,y0) = (1,2). Ceci donne f(1,2) = -4 et Vf(a)=(4 —11)
Approximation du ler ordre autour de a :

) = flaon) + Vo) (2750 ) 4+ R

~—4+(4 -1 )<§:;>
= 444z —1)—11(y —2).

L’équation z = —4 + 4(x — 1) — 11(y — 2) est I’équation du plan tangent au graphe de f
passant par P(1, 2, —4).
De maniére générale, ’équation du plan tangent au graphe de f(z,y) au point (zg,yo) est

T — X

zZ = f(SL'OyyO)‘i’Vf(l‘anO)' < Y — Y0

> = f(20,y0) + fz(xo,y0) - (x —z0) + fy(20, Y0) - (¥ —¥o)-
On peut réécrire ’équation comme suit :

fx(0,90) '33+fy(930,y0)'y —z+d=0

ce qui montre que le vecteur normal au plan tangent est

Jz(x0,Y0)
n= 1| fy(zo,v0)
-1

On peut généraliser ce résultat a n variables.
L’équation de I’hyperplan tangent au graphe de f(x1,x9,...,2z,) aupoint a = (a1, as,...,a,)
est alors donnée par

Tny1 = flal,...,an) + Vf(a) (x—a)

X1
oux =

Tn

7.4.3 Regles de dérivation
e Addition : soit f,g € C'(D,R). Alors

V(f+g)=Vf+Vg

e Produit : soient f,g € C*(D,R) avec D C R™. On peut considérer la fonction fg définie
par (fg)(x) = f(x)g(x). Alors

V(fg)(a) = V(f)(a) - g(a) + f(a) - Vg(a).
En abrégé :

V(fg) = fVg+gVf
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e Composition : soit I C R et

~v: I —R"
w1 (t)
t— w2 (t)
ot

une courbe (différentiable) dans R™.
Soit D C R™ et f: D — R une fonction a n variables. Si 'on suppose que Im(vy) C D, on
peut définir la fonction composée

O(t) = f(v(t) = f(a1(t), 22(t), ..., zn(t))

d
qui est une fonction & une variable. Que vaut alors —®(t) ?

dt
Réponse :
%@(t) = aaxfl(xﬂt), () - % + ng;(xl(t)? (D)) - % N
+ ;li(xl(t), , Zn(t)) - dditn
=D fu(7(1) - &ilt)
i=1

=Vf(v(@) - ()

= (Vf(v(?)) , ¥(2)).
Ainsi

% (fom)(t) =Vf (1) -(t) (71)

Exemple (vérification) : f(z,y) = 2% + 32 et

Alors
(t) = (f o) (t) = f(cost, sint) = cos’t +sin’t =1

et donc ¥'(t) = 0.
Avec la formule :

{ fo=2x { &(t) = —sint
fy:2y

Ceci donne
Vf=(2x 2y)=(2cost 2sint) et A(t) = ( —sint )

Alors
®'(t) =V f-4(t) = —2costsint + 2sintcost = 0.
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DEMONSTRATION DE (7.1) : Sans perte de généralité, on démontre la formule en ¢ = 0.
Posons a = v(0) € R™. Par l'approximation du ler ordre autour de a, on a

fx)=fla)+(Vf(a), x—a) + R(x)

avec lim M =0.
x—a [|x — al

Ceci donne, en notant x = y(h) € R™ :

h h h
_(Vf(a),x—a)  R(x)
- h T
_ 7(h) —~(0) R(x)  |x—a
= Vi), >+Hx—au' h
——
TORTON
2 (Vi(a), 4(0)) +0- [5(0)]
= (Vf(a), (0))
ce qui montre que ®'(0) = (Vf(a), ¥(0)). O

7.4.4 Dérivée directionnelle

Définition 7.11. Soit f € C'(D,R) avec D un ouvert de R", a un point de D et v € R"
un vecteur non nul. La quantité

s’appelle la dérivée directionnelle de f en a le long de v.

Théoréme 7.12. On a

Dyf(a) =V f(a)-v=(Vf(a),v).
DEMONSTRATION : Approximation du ler ordre :

fla+tv) = f(a)+ Vf(a)- (tv) + R(a + tv)

et donc
Duste) - iy K00 =10
_ %ir% Vfa)- (tv)t+ R(a + tv)
~ lim Vf(a)- (tv) 4 lim R(a + tv)
t—0 t t—0 t
= %i_I)I(l)Vf(G) v +0

= Vf(a)-v.
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d

Remarque 1 : si v = ¢; alors

De,f(a) =V f(a)-ei=( for(a) foy(a) ... fo,(a))- = [fz,(a).

O =

Remarque 2 : si v est de norme 1 alors

Dy f(a) = (Vf(a), v) = [V f(a)]| - cos(a)

ol «v est 'angle entre v et V f(a).

Ainsi

D,f(a) est maximal <= <cosa=1 <= a=0

<= wvet Vf(a)sont de méme sens et de méme direction.

En conclusion,

le gradient donne la direction dans laquelle la dérivée de f est la plus grande.

De plus

la pente de f dans cette direction vaut ||V f(a)|.

Résumé :

D, f(a) = (Vf(a), v) = dérivée directionnelle de f le long de v

Dy f(a)

pente de f dans la direction v = ol
v

— (Vf(a), H%,p
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7.4.5 Gradient et courbes de niveau

Reprenons la regle de composition.
Si f: D — R est une fonction a n variables et y(¢) une courbe dans D, alors

d .

27 0(0) =V i) -4(t) = Dy f(1(1)) (%)
On peut donc interpréter la dérivée 7 f(y(t)) comme la pente de la fonction f en suivant
la courbe 7(t).
Exemple : Soit f(x,y) = 22 + 3. Alors

Vi=(2z 2y).

tcost cost —tsint
- . _ Con
Si I’on suit la courbe (t) = ( feint ) alors 4(t) = ( Sinf 4 £ cost > et

% FOV() = D f(4(1)) = (VF(4(1)) , (1))

cost —tsint
sint + tcost

= 2tcos’t — 2t% costsint + 2tsin®t + 2t2sint cost = 2t

= (2tcost 2tsint)- (

Courbes de niveau

Si y(t) est une courbe contenue dans l’ensemble de niveau Ny(c) alors f(v(t)) = c par
définition de N¢(c) et on doit avoir

CIeH) =0

Ceci donne par () ci-dessus :
(Vf(r(8), 4(t)) = 0.
Le gradient est donc orthogonal & (t).
Comme ceci est vrai pour toute courbe () contenue dans N¢(c), on en déduit que
le gradient est toujours orthogonal aux ensembles de niveau.
En particulier,

le gradient d’une fonction a 2 variables est toujours orthogonal aux courbes de
niveau.
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Exemple : f(z,y) = 2% +2y%. Alors Vf = (22 4y).
Les courbes de niveau ¢? sont d’équation

%+ 2y2 =%

c
Ce sont donc des ellipses de centre (0,0) et de demi-axe ¢ et —.

V2

On vérifie que le vecteur Vf = (2x  4y) est bien perpendiculaire aux ellipses ci-dessus.

Ilustration : le point P(1,2) est sur Uellipse (7) : 22 + 2y = 9.
En dérivant, on obtient 2z + 4y -9" = 0 ce qui donne 3’ = —ZE. Au point P(1,2), on a donc
Y

Y

1
g ‘ =7 Un vecteur tangent est donc

1)—<_14>.

Le gradient de f en P vaut (2 8). Il est bien perpendiculaire au vecteur v.

P

7.4.6 Dérivées partielles d’ordres supérieurs

Soit f(x) = f(x1,x9,...,2,) une fonction & n variables définie sur un ouvert D C R™. On
définit les dérivées d’ordre 2 comme suit

Définition 7.13.

L o_ % _oof
vty al'jal'j N 8% a:Ej
2 2
Si i = j, on note g;@; au lieu de &ig%
Exemple :
fz,y) = 2y + ye®.
Alors
fo=2zy+ye® et  fy=a"+¢".

Ceci donne

0
foo = %(Z’vaew) =2y + ye”
0
Jyy = (97y($2 +e*)=0
a 2 x x
fxy:%(l' +e ):2$+€

fyz = aay(2xy + ye®) = 2x + €*.
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On constate dans cet exemple que foy = fyz.

ATTENTION : en général, fr.2; # fz;z;- Mais on a le théoréme suivant :

Théoréme 7.14. Si fmimj et fmjzi sont continues dans un voisinage du point a, alors
fzixj (a) = f:csz(a)

“"DEMONSTRATION " : La démonstration est faite dans le cas n = 2.
Soit f(x,y) et a = (zg,yo). Soient h, k > 0 tels que le rectangle

{(x,y)|zo —h <z <xzo+h,yo—k<y<yo+k}CD.

Définissons les fonctions

g1(z) = flz,yo + k) = flz,h0) et g2(y) = fzo+ hy) — f(0,9)
Alors
gi(@) = folz,yo + k) = falz,p0) et g3(y) = fylwo + h,y) — fy(zo,y).
Posons encore
F(h,k) = f(xo + h,yo + k) = f(zo + h,yo) — f(zo,y0 + k) + f (20, v0)-

Alors

F(h,k) = g1(wo + h) — g1(z0) (7.2)
et

F(h,k) = g2(yo + k) — g2(v0). (7.3)

Le théoréme de la moyenne appliqué a (7.2) puis & f, donne

F(h, k) = g1(zo + h) — g1(x0)
= gy(zo+61h)-h 61 €]0;1]
= [fulxo + O1h, yo + k) — fa(xo + 01h, y0)] - b
= fyz(xo + 61h, yo + O2k) - k- h 02 €]0; 1.

Ce méme théoreme de la moyenne appliqué a (7.3) et f, donne

F(h, k) = g2(yo + k) — g2(v0)
=go(yo+03k) -k 05 €]0;1]
= [fy(zo + h, yo + b3k) — fy(z0, yo + O3k)] - k
= fay(zo + Osh, yo + 03k) - k-h 64 €]0;1].

Donc fxy(a?() + O4h,yo + 03]€) -kh = fyx(a?o + 01h,yo + (92/€) - kh.
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Comme f;y et f,, sont continues, en passant a la limite h,k — 0, on obtient

fxy(x07 yO) = fym($07 yO)'

O]

Définition 7.15. On dit que f(z1,z2,...,2,) est de classe C? sur D C R" si toutes ces
dérivées d’ordre 2 sont continues en tout point de D. On note alors

f € C*(D,R)
On généralise sans peine les définitions précédentes pour définir les dérivées partielles d’ordre

k> 2.

Exemple : si f(z,y) est une fonction & 2 variables, il y a, & priori, 8 dérivées partielles
d’ordre 3 qui sont

fzzx fyzx f:]cyz fyyz f:}ca:y fy:vy f:pyy fyyy

Mais si ces 8 dérivées partielles sont continues, alors

fyzz = fa:y;r = fzmy et fyya: = f:vyy = fy;ty

Définition 7.16 (Fonction de classe C*). On dit qu'une fonction f(x) est de classe C* sur
D C R™ si toutes ses dérivées partielles d’ordre k (existent et) sont continues. On note alors

feC*D,R)

Théoréme 7.17. Si f € CF(D,R), alors ses dérivées particlles d’ordre k ne dépendent pas
de lordre de dérivation mais uniquement du nombre de fois qu’une variable intervient.

Définition 7.18 (Matrice hessienne). Soit f(x) une fonction a n variables dont les dérivées
partielles du 2eme ordre existent. La matrice

o2 f o2 I o2 f
Tﬁ(x) Ox10z2 (X) *t Ox10zn (X)
PI_(x)  Zhx) PL_(x)
Hy(0) = (four, (x)) ;= | 20ms om0 omi
o2 i o2 I o2 f
0xn0x1 (X) 00T (X) T @(X)

s’appelle la matrice hessienne de f au point x.

Remarque : Si f € C?(D,R) alors la matrice Hy est symétrique : H? = Hj.
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Exemple : sin=2et f = f(x,y) alors
e (e 1),
yr  Jyy
Exemple : soit f(z,y) = 222y + xe¥ + 10. Alors

foe =4y fa:y:4$+ey:fyx fyyzl'ey

et donc

4y 4z + €Y
Hp(,y) = < 4x + €Y ey >

qui est symétrique. Au point (2,0), par exemple, on a Hf(2,0) = ( 8 g )

Théoréme 7.19 (Approximation de Taylor d’ordre 2). Soit D C R™ et f € C%(D,R). Soit
a=(a,...,ay) € D. Alors
1
f(x)=f(a) +Vf(a) (x—a)+ §(X_ a)T - Hy(a) - (x — a) + Ra(x) Vx e D

. Ra(x)
avec lim ————
x> ||lx — al|?

La fonction Ry est le reste d’ordre 2. C’est un o (||x — al|?).

= 0.

Cas particulier : Si f = f(z,y) et a = (x0, o), la formule devient
r — X0
Fea0) = Sanen) + (Seenn) teon) )+ (2700

- _ foz(0,90)  fay(o,90) \ [ @ — w0 -
(z=20 y=y) ( Jya (0, %0) fyz(mo,yo) > < Y= Yo >+R2( X2

N =

+

= f(20,90) + fo(z0,%0) - (x — 20) + fy(z0,%0) - (¥ — o) + % [fzx(x07y0> - (z — mg)?

+ 2 fuy (20, 90) - ( — w0) - (¥ — yo) + fyy(0,%0) - (¥ — yo)z} + Ra(z,y).

Si a = 0(0,0) (approximation a l'origine), ceci devient :

F(,9) = FO)+ £2(0) -+ F(O)-y+ 5 fral0)- 2+ fuy(O) -2y + 5 fuy(O) -4 + (. )I)

Exemple 7.20. Reprenons exemple précédent : f(x,y) = 222y +ze¥ + 10 autour du point
P(3,0). On a déja calculer que

4y 4o + €Y
Hy(z,y) = < 4x + e¥ zey >
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H,(3,0) = ( 103 133 >

De plus Vf(z,y) = (4xy +¢¥ 22% + xe¥) ce qui donne V£(3,0) = (1 21). On obtient donc

flz,y) = f(3,0)+ (1 21)-($;3>+;(x_3 y),<103 133>‘<z;3)

et donc

1
=13+ (2 = 3) + 21y + ;[26(x — 3)y + 3y

3
:10+x—18y+13xy+§y2

7.5 Etude de fonction

7.5.1 Extremum

Définition 7.21. Soit a € R™ et r > 0. La boule B(a,r) est le sous-ensemble des points de
R™ qui sont a une distance strictement inférieure & r du point « :

B(a,r) ={xeR"|||x—a|] <7}
Définition 7.22. Un sous-ensemble D C R" est dit borné s’il existe une boule B(a,r) telle
que D C B(a,r).
Un sous-ensemble D fermé et borné est dit compact.
Définition 7.23. Soit f € C°(D,R).
1. Un point a € D est un maximum (resp. minimum) absolu si f(x) < f(a) (resp. f(x) >
f(a)) pour tout x € D.

2. On dit que f(x) admet un maximum local en a € D s'il existe une boule B(a,r) telle
que f(x) < f(a) pour tout x € B(a,r). Ce maximum est strict si 'inégalité est stricte.

3. f admet un minimum local en a € D §'il existe une boule B(a,r) telle que f(x) > f(a)
pour tout x € B(a,r). De méme ce minimum est strict si I'inégalité est stricte.

4. On appelle extremum (local ou absolu) un point qui est un minimum ou un maximum
(local ou absolu).

Théoréme 7.24 (Condition nécessaire). Soit D un ouvert et f : D — R une fonction
continue. St a € D est un extremum local et si f est dérivable en a, alors

Vf(@=0=(0 0 --- 0)

autrement dit (a)=0 VYi=1,...,n.

Ti
DEMONSTRATION : La preuve est identique & celle faite en dimension 1. Supposons que a
soit un maximum. Alors

0 1 < i
o= iy 3 (o he) ) { S0 3070

h—0
<0

Donc
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Définition 7.25 (Point stationnaire). Un point a € D tel que V f(a) = 0 est appelé un
point stationnaire

Pour les extremums absolus sur un fermé D, il faut tenir compte des frontieres. Plus
précisément :

Théoréme 7.26. Soit D un sous-ensemble compact de R™. Alors toute fonction continue
f: D — R atteint son maximum et son minimum sur D ; c¢’est-a-dire qu’il existe xpr € D
et x;m € D avec

fE) < flxu) et f(x) = flxm)  VxeD.

De plus st a € D est un extremum absolu, alors

1) soit a est un point stationnaire (i.e. Vf(a) =0);
2) soit V f(a) n'existe pas ;

3) soit a appartient a la frontiére de D : a € 0D ;

DEMONSTRATION : C’est un corollaire du théoréme précédent. O

Contre-exemples :
1
o flx,y) = oL D = R? — {(0,0)} n’atteint pas son maximum car D n’est pas
€ Y

fermé.
o flx,y) = 22 4+ 9 sur D = R? n’atteint pas son maximum car D n’est pas borné.

Application : Pour trouver les extremums de f sur D, il faut donc, en plus des points
stationnaires, restreindre la fonction f a la frontiere de D et calculer les extremums de la
fonction ainsi obtenue.

Exemple 7.27. Cherchons le minimum et le maximum de

f(z,y) =3zy —2® —y* +2

sur le domaine D limité par les droites t =2, y =2 et y = —2z + 2.

(@) fo =3y —32> f, =3z —3y°
Les points stationnaires sont les solutions du systeme

3y —322=0
3r -3y =0

qui sont S1(0,0) et Sa(1,1). Seul Sy est dans D.
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(IT) Bords de D :
e Droite z = 2 : Alors

h(y) = f(2,y) = 6y — 8 —y° +2
et donc A (y) = 6 — 3y>. Les zéros de h/(y) sont en y = /2. Ceci donne 2 points
supplémentaires : P;(2,v/2) et Py(2, —ﬁ)
e Droite y = 2 : Alors

g(x) = f(2,2) = 62 — 8 — a3 + 2

qui donne ¢'(x) = 6 — 322 dont les zéros sont en & = 41/2. Ceci donne un autre point dans

D : P3(V/2,2)
e Droite y = —2z + 2. La fonction f restreinte a cette droite donne
wz) = f(z,—2x+2) =3x(—20+2) —2® — (—22+2)° + 2= = 72° — 302% + 30z + 2

ce qui donne /(x) = 2122 — 60z + 30 dont les zéros sont

30 £ /270
Tr12 = T — r] = 2.21... To = 0.646.

Ceci donne un autre point dans D : P;(0.646, 0.707).

(III) 11 faut encore calculer la fonction f dans les coins de D a savoir aux points Q1(2,2),

QQ(O, 2) et Q3(2, —2).

On obtient donc 8 points sur lesquels il faut étudier la fonction f :

S f( 1)=3 f(2, V2) = —0.343
f(2, —v2) = —11.65 (f )_ —o 343
(o 646, 0. 707) = 2.748 D f(2,2) =
f(0, 2) = (2, 2) = 6.

Le maximum est donc en (1,1) et le minimum en (2, —v/2).

7.5.2 Classification des points stationnaires

On a vu que si a € D est un extremum local, que D est ouvert et que f est de classe C*
alors Vf(a) =
Mais la réciproque n’est pas vraie. On peut avoir V f(a) = 0 et que a soit un point selle.

Exemple 7.28. f(x,y) = xy + 4.
Alors

{ Jz =y
fy =T
et donc f;(0,0) =0 = f,(0,0).

Mais le point (0,0) n’est pas un extremum local.
En effet, sur la droite y = x, on a

f(z,y) = f(z,x) :x2+424:f(0,0).

Restreinte a cette droite, la fonction f a donc un minimum local en (0, 0).
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Mais sur la droite y = —z, on a

fl@,y) = flz,—2) = —2” +4 < 4.
Restreinte a cette droite, la fonction f a donc un maximum local en (0, 0).

Le point (0,0) est un point selle.

Définition 7.29 (Point selle). Soit D un ouvert de R”, f € C1(D,R) et a € D un point
stationnaire (i.e. V f(a) = 0). On dit que a est un point selle de f s’il existe deux vecteurs
u, v € R™ tels que

e la fonction ¢ — f(a + tu) admette un maximum local strict en ¢t = 0 et

e la fonction ¢ — f(a + tv) admette un minimum local strict en ¢ = 0.

Rappel soit f(x) € C?(I,R) une fonction & 1 variable et a un point stationnaire (i.e.
f'(a) = 0). Alors

)-
e si f”(a) > 0, le point a est un minimum strict ;
e si f”(a) <0, le point a est un maximum strict ;
) =

e si f”(a) = 0 on ne peut rien dire, il faut regarder f®(a) puis f®(a) etc ...

Nous allons établir un résultat analogue pour les fonctions a n variables faisant intervenir
la matrice hessienne H¢(a).

Matrices et formes quadratiques

Soit A = (ai;) € My (R) une matrice carrée d’ordre n symétrique (a;; = aj;) . L’application

ga - R*" — R
définie par
ailp -+ Glp 1 n
T .. . .
ga(x) =x Ax:(xl xn)- : . . : = E Qi T;Tj
Anl ce Qpn Ty 3,5=1

est appelée la forme quadratique associée a A.

Exemples 7.30.

1) La matrice

définit la forme quadratique

1 2
g(z,y) = (= y)'<2 7>'<Z)=w2+2wy+2yﬂf+7y2=x2+4xy+7y2-
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2) La matrice

122 -3
A= 2 -4 0
-3 0 11

définit la forme quadratique
q(z,y,2) = 1222 + 2zy — 3xz + 2yx — 4y° — 3z 4+ 112% = 120 4+ 4oy — 622 — 4% + 1122,

3) La matrice identité I,, définit la forme quadratique

T

q(x) =x X:Hx||2:x%—|—x§+~-'+:ci.

4) La matrice diagonale

A 0 0
0 A 0
D= .
0 O An
définit la forme quadratique
q(z1, 2, w0) = M@t + Aol + -+ + Ay,

En particulier g(e;) = ¢(0,---,0,1,0,---,0) = \;.

1 0

Application : A = < 0 _9

> donne la forme quadratique

q(z,y) = 2 — 2y°

donc ¢(1,0) =1 et ¢(0,1) =-2<0

Propriétés : pour toute forme quadratique ¢(x) et tout A € R, on a

g(Ax) = Nq(x)

(d’ou le nom de quadratique).

Définition 7.31. Une forme quadratique ¢ est dite

(1) définie positive si g(x) > 0 pour tout x € R” non nul;
(2) définie négative si g(x) < 0 pour tout x € R” non nul;
(3) indéfinie s’il existe x,y € R™ avec ¢(x) < 0 et ¢(y) > 0.

Une matrice symétrique A est dite définie positive (définie négative, etc.. ) si la forme
quadratique associée g4 est définie positive (définie négative, etc...)
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Liens avec les valeurs propres

Comme A est symétrique, elle est diagonalisable :

A=PDp!
A O - 0
0 X -+ 0
avec D = . . .
0 0 - A\

Les \; sont les valeurs propres de A. De plus, P est une matrice orthogonale : P~ = PT,

Proposition 7.32. Soit A, P et D comme ci-dessus. Alors A est définie positive (resp.
définie négative, indéfinie) si et seulement si D est définie positive (resp. définie négative,
indéfinie). En d’autres termes, la diagonalisation ne change pas la signature de la matrice.

DEMONSTRATION : Comme P est inversible (bijective), a tout x € R™, on peut associer un
et un seul y € R™ en posant

y=P x=P'x = x=Py.
Alors
qa(x) = x'Ax = x"PDP 'x = x' PDy = (PTX)TDy =y'Dy= ap(y)
Ainsi
ga(x) >0 YxeR" =  qu(y)>0 VycR".

Ceci montre que g4 est définie positive si et seulement si ¢p 1’est. La démonstration est la
méme dans le cas d’une matrice définie négative ou indéfinie. O

Remarque 7.33. L’exemple 4) ci-dessous montre de plus qu'une matrice diagonale D est
définie positive si et seulement si A; > 0 pour tout 1 =1,2,...,n.

De méme D est définie négative si et seulement si \; < 0 pour tout .

Et finalement D est indéfinie si et seulement s’il existe un A; < 0 et un A; > 0 (car alors
q(e;) =X <O0etg(ej) =N >0).

Cette remarque et la proposition précédente implique le résultat suivant :

Théoréme 7.34. Une matrice A symétrique est

(1) définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont > 0
(2) définie négative si et seulement si toutes ses valeurs propres sont < 0
(3) indéfinie si et seulement s’il existe \; < 0 et A\j > 0.

-(33)

AMAy =det(A) =7-4=3>0
)\1+)\2=TI'(A)=8>0.

Exemple : soit

Alors

Donc les 2 valeurs propres sont positives et la matrice A est définie positive.

Plus généralement,
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Théoréme 7.35. Soit A € M(R) une matrice 2 x 2 symétrique.

(1) Sidet(A) >0 et Tr(A) > 0 alors Ay > 0 et A2 > 0 et la matrice A est définie positive ;
(2) sidet(A) >0 et Tr(A) <0 alors A1 <0 et A2 <0 et la matrice A est définie négative ;
(3) sidet(A) <0 alors A\; <0 et Ao > 0 et la matrice A est indéfinie.

Application aux extremum

Soit f(x) une fonctions & n variables et a un point stationnaire (i.e. Vf(a) = 0). Alors
I’approximation de Taylor d’ordre 2 autour de a devient :

fla+wu) = f(a)+ Vf(a) -u+%uT-Hf(a) ~u + 1o(u)

mf(a)—k%uT‘Hf(a)'u

Ainsi proche de a, la fonction f se comporte comme

1

fla+u) = f(@)+ 5 aw)

ol ¢(u) est la forme quadratique associée a Hy(a) :
a(w) =" Hy(a) - u.

e Ainsi, si g(u) est définie positive, alors g(u) > 0 pour tout u et donc
1
flatu) = fla) + 5 q(u) > f(a).

Le point a est alors un minimum local strict.
e Si g(u) est définie négative, alors g(u) < 0 pour tout u et donc

flatw) = fla) + 5 alu) < f(a).

Le point a est alors un maximum local strict.
e Si q(u) est indéfinie, alors il existe u; avec q(tuy) = t2q(u1) > 0 et il existe us avec
q(tusz) = t2q(uz) < 0. Ceci implique que

fla+tuy) = f(a) + q(tur) > f(a) pour tout ¢t # 0 et
fla+tuz) = f(a) + q(tuz) < f(a) pour tout ¢t # 0

ce qui montre que a est un point selle.

En résumé,

Théoréme 7.36 (Classification des points stationnaires). Soit a un point stationnaire d’une
fonction f € C*(D,R) et Hs(a) la matrice hessienne de f en a.

1. Si Hy¢(a) est définie positive, alors a est un minimum strict;

2. si H¢(a) est définie négative, alors a est un mazimum strict;

3. si Hy(a) est indéfinie, alors a est un point selle.

Dans les autres cas, on ne peut rien dire.

Dans le cas d’'une fonction f(x,y) a 2 variables, ce résultat devient
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Théoréme 7.37. Soit a un point stationnaire d’une fonction f(z,y) de classe C? et Hs(a)
sa matrice hessienne (matrice 2 X 2).

1. Sidet(Hyf(a)) >0 et Tr(Hy¢(a)) > 0, alors a est un minimum strict ;
2. sidet(Hy¢(a)) >0 et Tr(Hy(a)) <0, alors a est un mazimum strict ;
3. sidet(Hy(a)) <0, alors a est un point selle.

Si det(H¢(a)) =0, on ne peut rien dire.

Exemples 7.38.

1. Reprenons 'exemple vu précédemment : f(x,y) = zy + 4 et P(0,0).
On a vu

Ry = {2zl = m=(V)=moo

et donc detH(0,0) = —1 < 0. Le point (0,0) est un point selle. Conforme & ce que I'on
avait déja trouvé.
2. f(x,y) = 23 + 3zy® — 152 — 12y + 30. Alors

fr=3x24+3y*—-15
fy = 6y — 12

Les points stationnaires sont les solutions du systeme

322 + 3y —15=0 2?42 =5 F+yt =5 yl =52 +4=
— _ 2 =< v, —
6ry — 12 =0 r= r= x
ce qui donne y? = 4 ou y? = 1. Les points stationnaires sont donc
P1(172) P2(_17_2> P3(271) P4(_27_1)

Calculons maintenant Hy :

fxmzﬁx

6x 6
f:vy :Gy:fyz = Hf(l‘,y) = < 6 62 )
fyy = 62 y

e Point P; :

Hi(1,2) = ( 162 162 > —  det(Hy) =36 —144 < 0

=—> P est un point selle.
e Point P :

Hp(—1,-2) = ( __162 __162 > —  det(H;) =36 —144 <0

= P5 est un point selle.
e Point P5 :

Hp(2,1) = ( 162 M > —  det(H;) =144 -36>0 et Tr(H;) =24>0
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— P3 est un minimum local.
e Point Py :

Hp(—2,-1) = ( __162 __162 > = det(Hf) =144-36 >0 et Tr(Hf) =-24<0

—> P, est un maximum local.

3. Soit

1 3 3
f(;v,y,z):53:21/—§:L‘2—|—azyz—xz+233—y2+§y—z2

1 érifier que le point est un point stationnaire.

(i) Vérifier que le point P(1, 1, 0) poi ionnai

(ii) Etudier sa nature.

(i)
fo=oy—3z+yz—2+2 = f,(1,1,0)=0

1 3

fy:§x2+xz—2y+§ = f,(1,1,0)=0
fr=xy—a—22 = f.(1,1,0) =0.

On a bien Vf(1, 1, 0) = 0.

(i)

fx:r:y_s fyy:_2 fzz:_2
fzy:x+z fee=y—1 fyz:$

La matrice hessienne de f au point P(1, 1, 0) vaut alors

y—3 z+z y—1 -2 1
H¢(1,1,0)=| z+2z -2 x = 1 -2 1 = A
_ _ P(17170) _
y—1 z 2 0 1 2

Il faut calculer les valeur propres de A :

det(A[3 — A) =0 =

A+2  —1 0
-1 A+2 -1 |=0 <= (Sarus)
0 1 A+2

A+2P -~ (A+2)-(A+2)=0 —
A H6X24+100+4=0

A1 = —2 est une solution et par factorisation, on obtient
M 46A2F10A+4=A+2)(MV2+41+2)=0

— )\2,3 = -2+ \/i
Les 3 valeurs propres étant < 0, le point P(1, 1, 0) est un maximum local.
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7.6 Théoreme des fonctions implicites

7.6.1 Exemple

Soit F'(x,y) une fonction & 2 variables. Considérons la courbe de niveau 0

7= Nr(0) = {(z,9) | F(z,y) = 0}.

1) On peut essayer de résoudre 1’équation F'(z,y) = 0 en fonction de y pour établir y = f(x).
Si on peut le faire, alors la courbe ~ est le graphe de la fonction y = f(z) et on a

F(z, f(z)) = 0.

En dérivant cette derniere égalité par rapport a x, on trouve

Fy(x, f(x)) + Fy(@, f(2)) - f'(x) =0

ce qui donne

Exemple : soit
F(r,y) =2 +e¥+ 22 =0.
Alors
y = f(z) =In(—2* — 2z)
pour z €] — 2;0[.
—2xr — 2
Calcul direct : ¢/ = f'(x) = 2367
Calcul implicite : F, =2z + 2 et F,, = e¥. Alors

F, 2x+2 2x + 2

F, ey —x2 -2

2) Dans le cas général, il n’est pas possible de calculer y = f(x). Mais, si 'on suppose que
localement - sur un ouvert contenant P(xg,yo) - il existe y = y(x) alors on a vu au chapitre
4 qu’on peut dériver la relation F(x,y) = 0 par rapport & x (dérivée droite) pour trouver
' } p- Ceci donne

Fz(m(),y())
Fe(z0,90) + Fy(wo,90) - ' (w0, 40) =0 = | f|p=—F—=
x( 0 0) y( 0 0) ( 0 0) P Fy(x(]:y())

La formule est la méme que précédemment.

Exemple : soit
F(r,y) =2 +y*—25=0

le cercle de centre (0,0) et de rayon 5. Alors

F, =2z
F, =2y
On obtient ainsi
, _2300 _ T

o pour P(zo, Yo
2yo Yo ( )
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Sans calculer explicitement y = y(x) on peut donc trouver la dérivée y'(x¢) en tout point
(x0,90). L’équation de la tangente & v au point P(xg,yo) est alors

Fy|
Ey|

P

y=1y|p (& —20) +y0=— -z —x0) + Yo

P

ce qui donne

Equation de la tangente en P : Fx‘P (x— o) + Fy|P “(y—yo) =0

Exemple précédent : la tangente au cercle 22 + 2 — 25 = 0 au point P(3,4) est
Fp(3,4) - (x —3)+ Fy(3,4) - (y—4) =0

ce qui donne

6-(x—3)+8-(y—4)=0.

7.6.2 Théoreme général
Soit
F(zi,...,2y) =0

une équation a n variables.
Les résultats précédents se généralisent de la fagon suivante.

Premieérement, le théoreme suivant affirme que, localement, et sous certaines hypotheses, il
est possible de résoudre I’équation en fonction d’une variable, par exemple x,, = f(x1,...,Tp—1).
Secondement, il affirme que les dérivées partielles de f(z1,...,2,—1) se calculent a partir
des dérivées partielles I, comme précédemment.

Théoréme 7.39 (Théoreme des fonctions implicites). Soit

e D CR" un ouvert,

e F: D — R une fonction de classe C! et

e a=(ai,...,an) € D un point satisfaisant F(a) = 0.

e On suppose que F,, (a) # 0.

Posons a = (a1, ...,a,_1) € R*71,
Alors il existe un ouvert U C R"! contenant a et une fonction a n—1 variables f : U — R
satisfaisant :

1. le graphe de f est contenu dans D :

(x1,...,xpn-1, f(z1,...,2n—1)) € D pour tout (x1,...,xp—1) € U.

2. flai,...,apn—1) =an
3. F(xy,...,xn-1, f(x1,...,2n-1)) = 0 pour tout (x1,...,xp—1) €U
4. la fonction f est de classe C' et

Fy

fxi:_Fx: Vie{l,...,n—1}
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Remarque 7.40. La condition F,, (a) # 0 est essentielle. Cependant si Fy, (a) = 0 mais
que Fy, (a) # 0 pour un certain k # n, alors le résultat est vrai pour xj c¢’est-a-dire qu’il
existe une fonction f avec

xp = f(@1,. o, The1, Tht1, .- - Tny)

On explicite zj au lieu de .

En revanche, si Fy,(a) = 0 pour tout ¢ = 1,...,n (le point a est un point stationnaire),
le théoreme n’est plus vrai et il est impossible d’expliciter une variable x; en fonction des
autres.

7.6.3 Application : équation du plan tangent a une surface implicite
Considérons la surface I' définie par I’équation
F(z,y,2) =0

et un point P(z, yo, 20) € I, i.e. F(x0, 0, 20) = 0. Supposons de plus que FZ|P £ 0.
Alors, par le théoreme des fonctions implicites, il existe une fonction

z:f(x,y)

décrivant la surface I' au voisinage de P. En particulier f(xg,yo) = zo.
L’approximation du ler ordre de cette fonction f donne ’équation du plan tangent :

= Foo ) + Vo) (275 ) = f(P)+ £P) - (2 = aw) + £(P) - (5= )

Or le théoreme des fonctions implicites donne f, et f, :

Fy(P) __E(P)
L’équation du plan tangent devient :
_ Fo(P) Fy(P)

qui s’écrit encore

Fo(P) - (x = m0) + Fy(P) - (y —y0) + F2(P) - (2 — 20) = 0.

Ceci montre que le vecteur normal au plan tangent et donc a la surface I' est
n=(FP) F/(P) F.(P))=VF(P)
Le gradient VF est donc bien orthogonal & la surface de niveau Np(0) =T

De maniere générale si une hyper-surface I' est donnée par I’équation

F(z1,...,2y) =0
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alors I’équation de I'hyper-plan tangent a I' passant par a = (aq,...,a,) € I est

Fy (a) (x1 —a1) + Fpy(a) (g —ag) + -+ Fy,(a) - (xp —an) =0

qui s’écrit aussi
1 —al

Exemples 7.41.
1. Considérons 1'ellipsoide

I:F(z,y,2) =322+ 6y> + 22 —36 =0.

Alors
F, =6x
F, =12y
F, =2z

et équation du plan tangent au point P(1,2,3) € T" est
6(x—1)+24(y—2)+6(z—3)=0
6x + 24y + 62 = 72.

<~
<
2. Considérons la surface

(T): zyz=1

1
et le point P(2, 5’ 3) € I'. Alors, en notant F(x,y,z) = zyz— 1, on a

F, =yz Fy(P) =1
Fy=uxz = Fy(P)=6
F. = ay F.(P)=}

L’équation du plan tangent a I par P est alors

1

;-(x—2)+6-<y—6>+;-(z—3):

7.7 Extremum sous contraintes : multiplicateur de Lagrange

7.7.1 Multiplicateur de Lagrange

On désire trouver le maximum (ou minimum) d’une fonction f(z1,...,z,) sur un domaine
D avec la contrainte g(x1,...,z,) = 0. On suppose que Vg(x) # 0 sur D.

lere méthode : si 'on peut expliciter
Tp = g(xla ce. 7'7;71—1)7
alors

flxi, e, ..o xn) = flx1, 29,y Tp—1, (21, -« -y Tp—1)) = P(x1,...,Tp—1)
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et on cherche les extremums de ®.

2éme méthode : si 'on peut trouver une paramétrisation de la courbe g(z1,...,z,) =0 de

la forme
rT = X1 (t)

(7)
Tn = xp(t)

alors f(x1,...,2n) = f(x1(t),...,2,(t)) = ®(t) et on cherche les extremums de P.

3eme méthode : si aucune des 2 méthodes ne marche, on utilise un multiplicateur de
Lagrange.
Cette méthode consiste a résoudre le systeme d’équations en x € D :

{ Vf(x)+AVg(x) =0
9(x) =0

C’est un systeme a n + 1 inconnues x1, s, ..., Ty, A et a n + 1 équations.

Cette méthode est basée sur le théoreme suivant :

Théoréme 7.42. Soit D C R"™ un owvert et f,g € C*(D,R) et M = {x € D|g(x) = 0}.
Soit a = (ai,...,an) € M un extremum local de la fonction f‘M. On suppose de plus que
Vg(a) # 0. Alors il existe un X\ € R tel que

Vf(a)+ AVg(a) = 0.

Autrement dit, V f(a) et Vg(a) sont colinéaires.
A est appelé un multiplicateur de Lagrange.

, 0 , L
DEMONSTRATION : On peut supposer a—g(a) = 0. Alors par le théoreme des fonctions impli-
Tn

cites, il existe une fonction ®(z1,...,2,—1) dans un voisinage U = B(a,r) de
a=(ay,...,an—1) telle que

q)(ala Ty an—l) = Qnp
g1, ..y p—1, P(x1,.. ., 2p—1)) =0 Vx e U

avec 5
oP I (a
) (&):—%Z’() pour tout i =1,...,n—1
i 5as (@)

Posons alors

F(a:l, v 7$n—1) = f(:l)l, ey p—1, (I)(Slil, e ,xn_l)).
Alors, par hypothese, la fonction F' (qui est f | ) admet un extremum en G. On a donc
VF(a) =0 ce qui donne, avec la regle de composition :

OF 0 0 oD
::ax5@>::ai<®‘*35;“0'axﬁd>

of of 5 (a)
”m@+%ﬁy«@mﬂ

0

OTn
of
of O (a) dg .
= — n . == 1 “ e - 1
oz, (a) + ( 519 @) o (a) pour tout i =1,...,n
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9f (a
En posant A = — 85cgn , on obtient
Dz, \@
9 B)
Ozagi(a)+/\-8i(a) pour touti=1,...,n—1,n

et donc Vf(a) + AVg(a) = 0.

ATTENTION : Vf(a) + Ag(a) = 0 est une condition nécessaire mais pas suffisante. Il faut
donc vérifier que la solution cherchée est bien un extremum.

Exemples 7.43.
1) Trouver le maximum et le minimum de la fonction

f(z,y) =2 +4y° —x +2y

sur le bord de Dellipse 22 + 432 = 1.
Solution : la condition est g(x,y) = 2 4+ 4y% — 1 = 0. Alors

T T
2r — 1 2x
vf_<8y+2> vg_<8y>

et le systeme a résoudre est alors

20 — 1+ X2x =0
8y+2+ A8y =0
22+4y2 -1 =0

ou
20+ 1z = -1 (1)
414+ Ny = -1 (1)
2?4y = 1

En élevant au carré et en additionant les équations (I) et (II), on trouve

AN+ 12 (22 + 4% =2
l‘z + 4y2 =1

ce qui donne

1
4A+1)?2=2 = A+1=41/2 = A:—li\/;.

On trouve alors 2 points :

1 1 1 1

P(Ev —27\/5) et Q(—— )-

V2 2v2

Un calcul montre que P est le minimum et ) le maximum.

2) Construire une boite de forme parallélépipedique sans couvercle, de volume donné V' de
telle sorte que la surface du fond et des parois soit minimale.
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La fonction a minimiser est
A= f(z,y,2) = zy + 222z + 2yz

et la contrainte est
g(z,y,2) =xyz —V = 0.

Le systeme a résoudre V f(z,y, z) + AVg(z,y, z) = 0 devient

y+2z+dyz = 0 (1)
r+2z+Xrz = 0 (II)
2e+2y+Aey = 0 (1)
Yz =V (V)
(I)-x— (II)-y donne 2xz — 2yz = 0 et donc = = y.
Le systeme (partiel) devient :
r+2z+ Xz = 0 (1)
4+ M = 0 (III)
x2z =V (V)

(II) — (III) - z donne = — 2z = 0 donc x = 2z. Finalement (IV) devient 423 = V ce qui

donne
z:f’/% r=y=2z=V2V.

7.7.2 Contraintes multiples

Pour trouver les extremums d’une fonction f(x) avec m contraintes

g1(x) =0
g2(x) =0
gm(x) =0

on résoud le systeme

gi(x) = 0
gm(x) = 0
C’est un systéme a n + m inconnues : T1,Ta,...,Tn, Al,---, Ay €t 1+ m équations.

Exemple : trouvons le maximum de la fonction
fley,z)=x+y+2

avec les contraintes
{ g,y 2) =a* +y*—2=0
gQ(xayvz) =r+z—1
Géométriquement g1 (z,y, z) = 0 est ’équation d’un cylindre vertical et go(z,y, z) = 0 celle
d’un plan. Leur intersection est une ellipse I'. On cherche donc le maximum de f sur ellipse
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Comme
Vf(xvyvz) = (1 1 1) Vgl(x,y, Z) = (2$ 2y 0) VQQ(lU,y,Z) = (1 0 1)7

il faut résoudre le systeme

1 +)\12IL‘+)\2 = 0 (I)
1+ M2y = 0 (1)
14 A = 0 (III)
2 + 32 = 2 (IV)
T+ z =1 (V)

On voit que Ay = —1 par (III) et donc = = 0 ce qui donne y = +v/2 et z = 1. On obtient 2
points

P(0,v2,1) et  Q(0,—V2,1).
Comme f(P)=1++v2et f(Q) =1—+/2, on en déduit que P est le maximum cherché.

7.8 Fonctions de R"” dans R™

7.8.1 Gradient

Dans cette section, nous allons étudier les fonctions
f:DCR" —R™

En physique, ces fonctions sont appelées champs vectoriels.

A tout point x = (z1,...,2,) € D, on associe un vecteur
f1($1,...,xn)
F(@t .. ) = f2(x1,.‘..,xn)
fm(z1, ..., zp)

La fonction f; : D — R est la i-éme composante de f.
L’image d’un point x sera vue comme un vecteur-colonne.

Définition-Proposition 7.44. Soit D un ouvert de R" et f: D — R™ une fonction.
La fonction f est continue (resp. dérivable, resp. de classe C!) si toutes ses composantes
fr : D — R sont continues (resp. dérivables, resp. de classe C1).
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Exemples 7.45.
1. Si n =1, on retrouve les courbes déja étudiées v : I — R™.

2. Sim =1, on retrouve les fonctions réelles a plusieurs variables f : D — R.

3. La fonction f : R? — R? définie par

22 4 2y

est continue et de classe C' sur tout R2.
4. Soit f : R? — R la fonction définie par
f(z,y) = 2® + bry — 4z.
Alors le gradient de f définit un champ vectoriel
Vf:R? — R?

2z 4+ 5y —4
@y ()

Définition 7.46. Soit D C R™ un ouvert, f : D — R™ une fonction dérivable et x € D.
La matrice m x n

VflEX;

- V fa(x B af; <

viw=| | = (Fw) <o
V (%)

est appelée le gradient de f en x ou également la matrice jacobienne de f.

Remarques :

1.si f: D — R (m = 1), la matrice est un vecteur-ligne et on retrouve le gradient définit
dans la section 7.4.1.

2. Dans le cas d’une courbe

~v: I — R™
x1(t)
t— 2 (t)
Zult)

on a alors n = 1 et le gradient de v est un vecteur-colonne qui n’est rien d’autre que le
vecteur tangent :
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Exemples 7.47.
1. Considérons la fonction de R3 dans R? :

22y + 2yz + sinx
f(ﬂij,Z)=< vy >

Yz + 2x
Le gradient de f en (z,y, z) est une matrice 2 x 3 :

2xy +cosx x4 22 2y>

Vi,y,2) = ( Yz + 2 Tz xy

2. Le gardient de la fonction identité Idgn : R — R" est la matrice identité I,,.

Reégle de composition

Soit D C R, U C R™ deux ouverts, f : D — R™ et g : U — R! deux fonctions de classe
C'. Supposons que f(D) C U. Alors la fonction composée

gof:D—R
est de classe C! et son gradient est donné par

V(go f)(a) =Vyg(f(a)) -Vf(a) pour tout a € D.
—_—————— ——— N —

IxXn Ixm mxn

Cette formule s’écrit aussi

Vige f)=1[Vg o f]-VF.

Remarques
1. Sim =n=1=1 on retrouve la regle (go f)'(z) = ¢'(f(x)) - f'(x)

2. Sin =1 (f est une courbe) et | = 1 (g est une fonction réelle), on retrouve la regle déja
vue

(g0 ) (t) =Vy(f(t))- @

=V £(t)
3. Dans le cas [ = 1, on peut réécrire la regle précédente comme suit :
soit g(x1,...,zy) une fonction de R™ dans R. Posons
z1 = fi(ui,...,up)
xTro = fg(ul, PN ,un)
Tm = fm(uh cee 7un)

Si 'on note x = f(u), alors la formule précédente s’écrit

(Pu(ge ) Dunlgof) -+ Dulge )

Du1f1 Dugfl
Du1f2 Du2f2

unfl
unf2

ol

= (D219 Dayg -+ Da,g) - : : ,
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ce qui donne pour tout 1 =1,2,...,n:
dgof . Og 0x1 dg 0xo dg 0T,
ou; w= o0xy x ou; (u) + 0x9 () ou; () + + 0T, () ou; (u)
- 89 &Tk
> gy () Gt
Notation physique
Si
x = x(u,t)
L=L(z,y,z2) et y=1y(u,t)
z = z(u,t)
on notera, par abus :
oL
% :Lu:Lx«ru'i_Lyyu"i_Lzzu

et
Lt:Lx'xt+Ly'yt+Lz'zt

Fonction inverse et gradient

Soit
h:R*" — R"

une fonction bijective et h~! : R® — R™ sa fonction réciproque. On suppose que h et h~!
sont dérivables. Alors, comme h o h~! = idgn, la régle de composition donne

Vh(h™'(y)) - VR~ (y) = I,

Vhl(y) = [Vh(h ' (y))] "

Le gradient de h™! est I'inverse du gradient de h.

Exemple : soit h : R?> — R? définie par
_ [ pcosy
h(p, ¢) = ( psin )

C’est la transformation entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires. Alors en se
restreignant a un ouvert D avec p > 0 (par exemple ¢ €]0,7/2[), la fonction h est bijective.
Son inverse est donné par

cen(2)- ()

o arctan (%)

Vi — ( Ty Ty ) _ < Cf)S(p —psin<p>
Yo Yy sing pcosy

et
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Si on écrit VA1 en fonction de p et ¢, on obtient

_ cosy singp
02 p 2

et on vérifie que c’est bien la matrice inverse de Vh.

I8
REERYS

7.8.2 Application : changement de coordonnées
Coordonnées polaires

Soient
{ x=x(p,p) = pcos
y =y(p,p) = psingp

Considérons la fonction h : R? — R? définie par

h(p, ) = (x(p,¢),y(p, ¥)).

La fonction h décrit le changement entre coordonnées polaires et coordonnées cartésiennes.

Son gradient est
Vi — ( Tp Ty > _ ( cpscp —psinp )
Yp Yo singp pcosp
Soit f(x,y) une fonction réelle & 2 variables.
Posons

fp, ) = f(h(p;p)) = f(x(p; ), y(p, ©)).

C’est la fonction f exprimée en coordonnées polaires. Parfois, par abus de langage, on
identifie f et f.
On définit également

fo(p. ) = fo(z(p,9),y(p,9))

C’est la dérivée partielle de f selon x mais exprimée en coordonnées polaires. De méme, on
pose fy = fy o h ce qui se résume par

Vm,yf: (fa: fy) =Vf oh.

(c’est le gradient de f selon x et y mais exprimé en fonction de p et ).
On notera V, , f au lieu de V f pour plus de clarté.
Avec ces notations la régle de composition

Vf=[Vf oh] -Vh=V.,f -Vh

devient

Vpof =Vayf Vh

qui donne
ioFN_F Fy [ cose —psinp
(fo fo) = (fz fy) <sin<p pcos )
—Vh
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La matrice Vh est inversible si p # 0, car det(Vh) = p. En multipliant & droite par VA™!,
on obtient

(fo ) =(f, fw).1,<PCOSSO psimp)

P —sinp cosp

= ((cos(p) - fy— Frsin(p)- fp  sin(e) - f,+ Leos(o) f, )

ce qui donne

fm:cosw'fp—%singp-ﬁp
fy:singo-fp—kicosgo‘f%,

Ces 2 formules permettent donc de calculer les dérivées partielles selon x et y d’une fonction
donnée en coordonnées polaires.

Exemple 7.48. Considérons la fonction f (p, ) = 2p? en coordonnées polaires. Calculons
le gradient de f selon z,y. On a
fo=4p et f, =0 ce qui donne, en appliquant la formule (7.4)

. - 1 5
fe=fe=cosp-f,——sinp- f,=cosp-4p—0=4pcosy
p
P | o
fy:fy:Slnéﬁ'fp-i-gcoscp-f@zsm<p-4p
Le gradient est donc 4p - (cos¢  siny).

Vérification par calcul direct :
fla,y) = 20" = 2(2® + ).

Alors f, =4x =4pcosp et f, =4y = 4psinp.

Coordonnées cylindriques

Considérons le changement de coordonnées

T = pCcosy
y = psing
z=2Z

Ceci définit une fonction h : R3 — R? en posant h(p, ¢, z) = (,y, z). Sa matrice jacobienne
est

Ty Ty Ty cosp —psing 0
Vh=1| %% Yo ¥ = | sing pcose O
Zp Zp %2 0 0 1

On a det(Vh) = p. Ainsi si p # 0 la matrice Vh est inversible :

pcosp psing 0
—singp cosp O

Vht==
P 0 0
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Soit f(x,y,z) une fonction & 3 variables et f(p, ¢, z) la fonction correspondante en coor-
données cylindriques. En posant comme précédemment

Vac,y,zf = Vf oh
et en notant Vp#,,zf au lieu de Vf, on obtient
Vf=[Vfoh]-Vh=Vyy.fVh.

ou encore

V:v,y,zf = Vp,go,zf’ Vh_l

ce qui donne

fw :fpcosgp—f@% sin
fy :fpsinap—kf@% cos

fz:fz

Coordonnées sphériques

Considérons le changement de coordonnées :

T =7 cosp sinf
y=r siny sinf r>0,0< <21
z =rcosf

Ceci définit une fonction h : R? — R3 en posant h(r, ¢, 0) = (x, ¥, z). Sa matrice jacobienne
est

Tr Ty, g cosp sinf  —rsing sinf r cosy cosf
Vh=| v y, yo | =| sinp sinf@ rcosy sinff r sing cosd
2r Zp 29 cos 0 —rsinf

On a det(Vh) = r?sin 6. Ainsi si r # 0 et 0 # 47, la matrice Vh est inversible :

rcosy rsing 0
—singp cose O
0 0 r

1
ht=
v r2sin @

et on calcule, comme ci-dessus

vx,y,z.f: vr,ap,@fN' Vhil'




Chapitre 8

Intégrales multiples

8.1 Intégrales doubles

8.1.1 Définition et interprétation géométrique

Soit D un domaine fermé de R? et f(x,y) une fonction continue sur D. On a envie de définir

I'intégrale double
// [z, y) dady
D

de telle maniére qu’elle soit égale au volume compris entre la base D et la surface

S = {(x,y,f(x,y)!(x,y) € D}

Défintion analytique

On décompose D de facon quelconque en sous-domaines disjoints D1, Do, ..., D,. Soit AA;
I’aire de chaque D;.

On choisit arbitrairement un point (&, ;) € D; et on calcule

AV; = f(&,m;) - AA; = volume du prisme de base D; et de hauteur z; = f(&;, ;)

~ volume limité par D; et la surface .S;

201
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On pose alors
n n

Vo= AVi=>" f(&,m) - A4

i=1 =1

Posons § = maxd; avec d; = diametre du plus petit cercle contenant D;. Alors, on définit
2

//DfdA: lim Vo= lim > f(&,m)- AA

n — 00 n—oo T
§—0 §—0

et ceci indépendamment du choix des D;, des &; et des ;.

On note aussi // f(z,y) dedy au lieu de // fdA.

D D
L’élément dA = dxdy est I’élément différentiel de surface.

8.1.2 Propriétés de l’'intégrale double

En utilisant les propriétés des limites, on démontre que :

1. //D(f+g)dA—//DfdA+//ngA
2. //Da-fdA:a-//DfdA

3. SiD=D'UD" et D'N D" = alors

//DfdA:///fdAJr//HfdA
4. si f < gsur D alors //DfdAg//ngA.

5. si f(z,y) =1 alors // 1-dA = Aire(D)
D

8.1.3 Calcul effectif
Sur un rectangle

Supposons que D soit un rectangle : D = {(z,y)|a <z < b, c <y < d}.

Soit A(x) est laire de la section PP'Q’'Q avec x fixé € [a;b].
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I://Df(x,y) dxdy:/abA(:z) dx

d
Or pour z = xq fixé, on a A(xg) = / f(xo, y) dy. Donc finalement
C

I:/ab (/cdf(x,y)dy> da.

On integre donc d’abord selon y en considérant £ comme un parametre et ensuite selon x.
Mais on peut faire I'inverse. On obtient donc aussi

Alors

d b
I:/ /f(x,y)dac dy.
C a
=B(y)

Cas particulier : si

f(z,y) = p(z)q(y)

alors

d d
A(l‘)Z/ p()q(y) dy:p(fﬁ)’/ q(y) dy

Iz/ab <p(ﬂf) /CdQ(y) dy> dw:/:p(fﬂ) dx-/ch(y) dy.

L’intégrale double, est dans ce cas le produit de 2 intégrales simples.

et alors

Cas général

Supposons que 'on peut trouver deux fonctions ¢(x) et ¢ (x) définie entre x; et xy telles
que
D ={(z,y) € R* |z € [z1;22] p(x) <y <w(x)}.

L’aire de la section située dans le plan vertical x = x( est alors égale a

P (o)
Alzo) = / F(zo,y) dy

v(wo)

f(z,y) dedy = " v f(z,y) dy | dz.
D x o(z)

et alors
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De fagon analogue, on peut d’abord intégrer selon la variable x qui varie entre 0(y) et o(y)
et ensuite selon y. On obtient

J[ sty dway - /y y ( / (:,) F,) dx) dy.

Remarque : En général, il faut décomposer D en plusieurs sous-domaines pour trouver

¢(x) et P(x).

Remarque : Le choix de 'ordre d’intégration ne change rien en théorie mais, en pratique,
il est important. Un bon choix peut conduire a un petit nombre d’intégrales alors qu’un
mauvais choix peut méme amener a une intégrale impossible a calculer.

Exemples 8.1.

(1) Considérons la fonction f(x,y) = x + y sur le domaine D ci-contre

Prenons y = yg fixé <= on integre d’abord selon x. Alors

r=4—2yo 3
T=Yo

r=4—2yo $2
A(yo) = / (z+yo) dx = <2 + flfyo)

=Yo

//Df(w,y) dA = /y:l (8—4y— gy2> dy = (8y—2y2 . %y3>‘; - %

Si on integre d’abord selon y et ensuite selon x, il faut calculer 3 intégrales :

=1 =2 r=4
/ ...dA+/ ...dA+/ ... dA.
=0 r=1 r=2

(2) soit f(x,y) = % -sin? z sur le domaine
x
D = triangle de sommets O(0,0), A(w,0) et B(m, 7).
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Domaine D :

Intégration d’abord selon y :

I stmasan= [ ([ Bt o [ e 2
= — sln = —sin"xr - —
. T,y) dray - o l‘QS ray T ) J,‘QS x 9 y=0 XL

1 iy
:2/0 siandx:%.

Intégration d’abord selon y :

™ T=T 202 ™ T=T 1,2
I:/ (/ y-smzxdx> dy:/ y</ Sm2xdx> dy=...
y=0 =Y € y=0 =y z

.2

i L sin®
Impossible d’intégrer —
x

(3) f(z,y) = 2zy sur le domaine D = quart de cercle de rayon 1 et de centre O(0,0).

1 Y 1
// QxydA:// Qxydydx:/ x[gf}
D 0 Jy 0 0
33'2

1—22

V1—z2 1
dr = / z(1 — z?) dx
0
1

=0

_[Z- ff“] _!
R

8.1.4 Applications

Centre de masse

(A) Corps ponctuels

1 n

n
avec M = z:mZ = masse totale.
i=1
Le point G ne dépend pas de origine O choisie. En effet si on prend O’, on obtient

00— LN OB = LS 00 1N 00 - LS OF
OG—M;mZ opz_M;mz (oo+ﬁi)_M;mz 00 + M;m OP.

00 + OC.
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(B) Cas général : soit D un domaine fini de masse spécifique p(z,y).

Alors la masse m; d’un tres petit sous-domaine D; est environ égale &
m; = p(x,y) - AA;

avec AA; = Aire(D;).
Masse totale :

My =Y mi=) p&m) A4 == M://D/‘("Evy)dA'
i=1 i=1

Pour le centre de masse, chaque D; donne une contribution de

En passant a la limite, on obtient

O?:]\Z//Du(x,y)-ﬁdxdy avec(ﬁ:< >

x
Y

En choisissant un systeme d’axes, et en notant (z¢g, ya) les coordonnées de G, on obtient

1 1
- . = — . . 1
e M// z - p(z,y) dedy et Ya M//Dy w(z,y) drdy (8.1)

Exemples 8.2.
1. Centre de masse d’un demi disque homogene (= 1) de rayon R.

Masse totale :

2
M—//ldxdy—A—ﬂR.
D 2

Centre de masse : par symétrie, on a xg = 0.
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Pour yg la formule 8.1 donne

_ 2 /R Fﬂ}mdx
'7'('.R2 z=—R 2 1o
2 L
_WRQ./QC__RZ(R — %) dx

2. Centre de masse d’'un triangle homogene (u = 1).
A T’aide d’une translation et d’une rotation, on peut toujours se ramener au cas suivant :

A(()?O)v B(:CvaB) et C(:CvaC)'

Equation de la droite AB : y=mxz + h = LEN x

TB
Yyc
—_— :L'
TB

Droite AC : y = max +h =

1
Masse du triangle = aire du triangle = A = 3 zp - (Yo — yB)

Alors
//:cdxdy:/ "oz dy dac:/ x~(y—c~x—y—3-x)dac
A =0 z—gw =0 TB B
TB g, 1 v —
:/ YCTYB 12 gy - 1 YCTYB 13
=0 B 3 B
1
= 53523(290 —YB)
et donc

1 9 1 5 .
=7 dedy = ——— = . ~ g2 B 2 1 |
tel M//Ax ray Z'B(:UC—Z/B) 3$B(yc yB) 31}3 3(mA+xB+l'C)

De méme
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et donc

2 1

1 1 1
== dedy = ————— - = 2 2y = = _ 1 '
yG A//Ay xray 2500 —uB) 6$B(y0 vB) 3(yB+yc) S(yA+yB—|-yC)

On a donc montré que dans un triangle ABC' :

(Y::%((T’HO_B#@).

Propriété du centre de masse : Soit D = D U Dy U---U D, et G; le centre de masse
de D; et m; la masse de D;. Alors G = barycentre des points G; affectés des masses m; :

(ﬁ:%(ml.OGl+m2-0G2+---+mn-OG;)

Exemple : Centre de gravité du domaine D :

Rectangle 1 : m; = 2bc et xg, =0 yg, = —g
Rectangle 2 : ma = 2ac et g, =0 yg, = g
Alors v =0 et
1 1 9 9 c b—a
- — = — — b e ——
ve =37 (miya, +maya,) et 2ac(ac c”) 5 27D

Théoréme 8.3 (Théoreme de Guldin). Soit D un domaine homogéne du plan dont laire
vaut A. Soit G(rg,ya) le centre de gravité de D. Soit V le volume du corps de révolution
engendré par rotation de D autour de l'axe Ox. Alors

V =2myg- A

V = (circonférence du cercle décrit par G) x (aire de D)

b
DEMONSTRATION : On a vu au chapitre 5 que V = 7r/ [gQ(x) - fQ(x)] dx. Donc
a

1 1 o @) 1 (P71 ,79@
yGA//Dyda?dyA/a (/f(@ydy)dxA/a by}f(w)dx

b
—op || 1P - @) do= 2
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Moment d’inertie

Corps ponctuel de masse m tournant & une distance r autour d’un axe. Alors

J = mr?.

Corps étendu D de masse spécifique p(z,y) (= masse par unité de surface).

Tournant autour de 'axe Oz :
Ty = // y*u(z,y) dudy.
D

Jy = // 22z, y) dedy.
D

Théoréme 8.4 (Théoreme de Steiner). Notons Jf le moment d’inertie par rapport a un
aze paralléle a Oy et passant par le centre de gravité G(zg,yaq)-

Tournant autour de 'axe Oy :

Alors
Jy = JY + Mag,

ou M = // w(z,y) dedy est la masse totale
D

DEMONSTRATION : On a

JG = / /D (2 — 26)2(z, y) dedy = / /D [0 — 226 + )] - ux,y) dedy

:// 2 u(z,y) dﬂﬁdy—%c:// zp(z, y) dﬂfderwQG// w(z,y) dzdy
D D D

=J, —2xg - Mag + Ma?, = J, — Mz,

8.1.5 Intégration sur tout R?

Soit f(x,y) une fonction continue sur R%2. Comment définir / / f(z,y) dedy ?
R2

(A) Cas d’une fonction positive : soit f(x,y) > 0 pour tout x,y € R.
Soit {D,} une suite de sous-ensembles bornés de R? satisfaisant les 2 propriétés sui-
vantes :
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(1) Dy, C Dy41 pour tout n € N.

(2) Pour toute boule ouverte B, = B(O,r), il existe un n, € N avec B, C D,,..
(Ceci implique que U,enD,, = R?)

Posons alors

L=/ | () oy

e Sila limite lim [, = I existe, on définit

//R2 f(z,y) dedy = lim //Dn F(a,y) dzdy.

On peut montrer que cette définition est bonne dans le sens qu’elle ne dépend pas du
choix des D,,.

n—oo
verge.

e Si lim / f(z,y) dedy = + 00, on dit que lintégrale // f(z,y) dzdy di-
D, R2

Critére de comparaison : soient 0 < f(z,y) < g(x,y).
(i) Si [[g2 g dA converge alors [ [, f dA converge aussi;
(ii) Si [[ze f dA diverge alors [[;. g dA diverge aussi.

Cas d’une fonction quelconque : si f(z, y) est quelconque, on consideére d’abord 'intégrale

//}R? ‘f(:c,y)‘ dxdy.

(1) Si cette intégrale converge on dit que | fR2 f(x,y) dzdy est absolument conver-
gente. Dans ce cas, on peut montrer que la limite

lim // f(z,y) dzedy

existe et est indépendante du choix des D,,.

(2) Dans le cas ou // |f(z,y)| dedy n’est pas convergente, on ne peut pas définir
R2

/ / f(z,y) dedy comme précédemment car cette limite dépend du choix des D,,.
RQ
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Exemple : f(z,y) = 2% — 2.

Soit D,, le carré de centre (0,0) et de coté 2n. Alors

2 4 4
/ f(z,y) dacdy—/ / z? — P dacdy—/ (fn3—2y2n)dy:fn4—fn4:0
Dn —_nJ—"n —-n 3 3 3

et donc lim f(z,y) dA=0.
Dy,

n— o0

Soit DI, = {(z,y)| —2n <z < 2n, n <y < n} le rectangle de centre (0,0) et de cotés

2n et n. Alors
3

/ f(z,y) dxdy—/ / z? —y? dydx—/ [:BQy—y—}y:n dx
D!, -n 2n 3 ly=—n

2 2 2 2n
= /Qn(2x2n - §n3) dx = [gna??’ - §n3$} Y

32
= Tpt - §n4 = 8n*.
3 3

On a alors lim f(x,y) dA = +o0.

n—oo D!
n

8.1.6 Changement de variables

Soit D un domaine défini dans le plan Oxy. Considérons un changement de variables
h : R? — R? défini par
x z(u,v)
h(u,v) = = ’
o= ()= (o)

Ty (u,v)  y(u,v)
Yulu,v)  yo(u,v) )

Alors
Vh(u,v) = <

Le domaine D se transforme en un domaine D dans le plan Ouw.

Considérons un petit rectangle situé dans D et limité par les points

P(u,v), Q(u + Au,v), R(u + Au,v + Av) et S(u,v + Av).
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Son aire est égale & AuAw. Calculons la surface AA correspondante dans D. Approximation
du ler ordre autour du point P(u,v)

h(u + Au,v) = h(u,v) + Vh(u,v) - ( Aou ) + o(Au)

~ h(u,v) + < Ty (u,v) - Au > .

Yu(u,v) - Au
De méme
h(u, v + Av) = h(u, v) + Vh(u, v) - ( o ) + o(Av)
- Ty (u,v) - Av
~ h(u,v) + ( yo (1, v) - A > .
Alors
— _ | Tu-Au
ad = h(u+ Au,v) — h(u,v) =~ < Y A )
et

— T, - Av
b = h(u,v+ Av) — h(u,v) =~ < Yy - Av )

- -
L’aire du parallélogramme construit sur @ et b vaut ||@ x b ||. Si Au, Av — 0 alors

T du Tydv 0
dedy = dA = H yudu | X | yudv H = H 0 dudv H
0 0 Tulv — Yuly

= Xy Yy — Tyyy| - dudv = ‘det < Zj Z’ > |dudv = }dech’ dudwv.

Ty Ty

Yu Yo
absolue du jacobien de h. On a ainsi démontré 1’égalité

O(z,
A(u,

Notation : le terme |detVh| = ‘det < ) ‘ est aussi noté ‘ y; ‘ C’est la valeur
v

dxdy = ’géz:zg‘ dudv.

Lors d’un changement de variables donné par h(u,v) = (z,y), il faut donc remplacer

(z,y)
O(u,v) ’ dudv

o dxdy par ‘

e D par D
i f(xvy) par f(u7v) = f(x(uv U):fy(u?U))'

//D f(z,y) dedy = //f) f(u,v) - ’ggz:zi‘ dudv.

Ainsi
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Exemple 8.5. Soit D = {(m,y) lz2>0,y>0,1<2y<4,1<2?2—9y%< 3}.
Calculons
J = // (2% + 9?) dxdy.
D
u=z? —y?
On pose { v = 2y,

e D devient D = {1<u<3,2<v<8} =[1;3] x [2;8] (c’est un rectangle).

Jawl =1 (o o ) 1=1 (5 % ) =6 pone

dudv = 4(x? + y?)dzdy.

L’intégrale devient

5 o 1 13 8 1
J = (x* + y*)dzdy = —dudv== [ du- | dv=--2-6=3.
D p4 4 1 2 4

8.1.7 Application : coordonnées polaires

alors

th(xp Ty > _ < Cos —psingp)
Yp Yo sing pcosy

et det(Vh) = p. On a donc

o T = pcosy
y=psing

dedy = pdpdp

Exemple : Soit D le demi-disque supérieur de centre (1,0) et de rayon 1 et f(z,y) = y.

On veut calculer
1= [ ft.y)doy
D
Coordonnées polaires :

e le domaine D devient P < 2cosp;
e la fonction f devient f(p,¢) = psine.
L’intégrale devient donc

w/2 r2cos¢ 7/2 [r2cos
I:// f(x,y)dwdy=/ / psin g pdpd@z/ / p sin dpdp
D =0 Jp=0 =0 Jp=0

/2 1 .|p=2cos¢p /2 ] 9 /2 5
= /(p_() sin(¢p) - §p3‘p:0 dp = /<p_o 3 sin(ep) - cos’ () dp = _§COS4¢ o
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Intégration sur R?

En coordonnées polaires, 'intégrale sur tout R? devient

//RQf(x,y) drdy = lim RO/% f:(p,go)pdgpdp:/ooo/ozwf(p,(p)pd(pdp

R—o0 p= =0

Application : calcul de I’intégrale d’erreur

[e.9]

On veut calculer I = / e~ dz.
-0

Probleme : e~%° ne possede pas de primitive analytique.

Solution : on calcule I2!!!

o0 2 o0 2 o0 o0 2 2
I-I :/ e % dx / e ¥ dy :/ / e eV dxdy
—00 —0 —o00 J —o0

= // e~ et dxdy ) coordonnées polaires
R2

2 2 oo 2 e P oo 1
:// eppdpdwz/ / pe P dpdcszﬂ"{——] =2r-—=7
R2 0 0 2 0 2
Donc
o0 2
I :/ e dr =1
—00
Conséquence : soit p > 0 et ¢ € R. Alors
2

En particulier, si p = 7 et ¢ = 0 on trouve une intégrale valant 1.
flz) = e~™ est donc une densité de probabilité (appelée gaussienne).
8.2 Intégrales triples

8.2.1 Définition

La définition et les propriétés de l'intégrale triple sont analogues a celles de l'intégrale

double. On note
///Df(x,y,z)dv = ///Df(x,y,z) dadydz

I'intégrale de f sur le domaine D C R3 borné.

Si f(x,y,z) =1, on a en particulier

// 1 dzdydz = Vol(D).
D
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8.2.2 Calcul effectif
Soit D la projection orthogonale de D sur le plan Ozy. Alors

()
// f(@y, 2)dV = // (/ f(x,y,z>dz>da:dy
z=0"(z,y)
ot (zy)
:/ / / f(z,y, z)dz dy dx.
T=a o(z) Jz=0~ (z,y)

Exemple 8.6.
e D = tétraedre de sommets A(1;0;0), B(0;2;0), C(0;0;4) et O(0;0;0).
o f(z,y,2) =2

D = triangle ABO

Equation de la droite AB : y = —2x + 2
Equation du plan ABC : z = —4x — 2y + 4.
Alors

z=—4x—2y+4 1 —2x+2 p—4x—2y+4
///de // (/ acdz)da:dy:// / x dzdydx
2x+2 z——4z 2y+4 2x+2
/ / dydyc—/ dgc/ —43% — 22y + 4x) dy

—23+2 1
zy?] dxz.--z/ (42® — 8% + da) du
0
2] ¥=1 }
3

8.2.3 Changement de variables

Soit h : R?> — R3 un changement de variables donné par

x = x(u, v, w)

y = y(u,v,w)
z = z(u,v,w)
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Ty Ty Ty
‘ =| Yu Yo Yuw |- Alorson a ’égalité
Zu Zy Zw

dxdydz = ‘ 87)

Coordonnées cylindriques

Si h(p, ¢, 2) = (z,y, z) est définie par

T = pcosy

y = psing p>0, @el0;2n], z€R
z=1z
alors
Ty, Ty Ty cosp —psing 0
Vh=1| v Yo y. | =| sing pcosp 0
2y 2p 2 0 0 1

et |detVh| = p. Ceci donne la transformation

dxdydz = pdpdp dz

Coordonnées sphériques

Si h(r,p,0) = (z,y, z) est définie par
T = 7rcospsinf
y=rsingsinf r>0, 0€l0;7n], ¢e€l0;2n]
z=rcosf

alors Vh est donné au paragraphe §7.5 et ’'on a trouvé

detVh = r?sin 0.

Noter que 72 sinf > 0 pour r # 0 et 6 €]0; 6]
Ceci donne la transformation

dzdydz = 12 sin(0) dr dy df

Exemple : soit D la sphere de centre O et de rayon R. Alors

R 2 T
VOZ(D):/// 1- dmdydz—/// 1-7r?sin(6) drdcdez/ 0/ 0/0 01" 2 sin(6)d6 de dr
r=0Jp= =
27
:/ dcp/sm d@/rdr— —TR3.
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Application : calcul de masse

Soit D un corps dont la masse volumique est u(z,y, z). La masse d’un petit parallélépipede
rectangle est

Amy = (T, Yr, 21) - ArpAypAzg.

En intégrant, on trouve la masse totale du corps

M= [[[ nte.n.2) duayaz.

Application : calcul du centre de gravité

Comme pour la dimension 2, le centre de gravité est donné par la formule :

O@zﬂl/[///l)u(x,y,zyﬁdxdydz (%)

ou pu(z,y, z) est la masse volumique et M la masse totale du corps.
En composantes, 1’équation (x) s’écrit

Ta 1 T

ve | =47 /// wz,y,2) | y | dedydz
D

7e z

Exemple 8.7. Centre de gravité de ’hémisphére nord homogene (u = 1).
D= {(:B,y,z) |22+ + 22 < R%, 2> O}

Par symétrie, z¢ = yg = 0.

1 4
De plus M = -~ - —wR® = SR>
e plus 5 37‘(’ 37r

:]\14/// z dxdydz
=3 R3 /// rcos(f) - r? sin(f) drdpdh
T

3 o 3 7R
_27TR3/0 3 dr - /0 sin(@) cos(#) db - / dp = B 1

R

g
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Application : moment (polaire) d’inertie

2

Rappel : J = mr® ou m est la masse et r la distance entre le corps et ’axe de rotation :

Corps de domaine D et de masse volumique p(z,y, z).
Axe vertical passant par l'origine. Alors

J, = /// (332 + yQ)M(l‘, Y, z) dedydz ‘ coordonnées cylindriques
D

= ///D pzﬁ(/% ¥, Z) 1Y dpd(pdz = ///E)P3ﬂ(0790,2) dpdgodz

Exemple : cylindre homogene de base un cercle de centre (0, 1) de rayon 1 et de hauteur 1 :

O0<ps<sm
Equations en coordonnées cylindriques : ¢ p < 2singp
0<z<h

h pm r2sing
JZ:///pB-l'dpdgodz:/// p® dpdodz
D 0 Jo Jo
T 42singo
[
o 4 1o

:4h/ sin4g0dg0:§7rh.
o 2

3r

)
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8.3 Intégrales de surfaces
8.3.1 Représentation paramétrique d’une surface
Nous traiterons ici uniquement le cas des surfaces dans R>.

Définition 8.8. Une surface est I'image d’un domaine D C R? par une application conti-
nue I': D — R3 :

x = x(u,v)
Y= y(ua U)
z = z(u,v)

(u,v) € D sont les parameétres.

Remarque 8.9.
e Si l'on peut trouver une fonction f(x,y) telle que z = f(x,y), alors la surface est le
graphe de f.

e Sil’on peut éliminer les parametres u et v on obtient I’équation cartésienne de la surface

I': F(z,y,2) =0.

Exemples 8.10.

1. L’équation 22 + %> = 4 est Iéquation cartésienne d’un cylindre de révolution vertical
d’axe Oz et de rayon 2. Une paramétrisation est

T =2cosu
Yy = 2sinu 0<u<2m, veER
zZ=

ATTENTION : 1 équation dans R3 donne toujours une surface méme si une variable
n’apparailt pas.

2. Surface hélicoidale H :

T = UCcoSv
Y = usinv u,v € R
z=c-v

Si 'on fixe un parametre u = R on obtient la courbe ~y située sur H

x = Rcoswv
y = Rsinv
z=c-v

qui ne dépend plus que d’un parametre v. C’est une hélice.
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Plus généralement, si 'on fixe un des 2 parametres d’une surface, on obtient une courbe
situé sur la surface.

3. Sphere de centre O et de rayon R :

x = Rcosypsinf
y = Rsinpsinf v € [0,2n], 6€]l0,m]
z = Rcosf

e En fixant 8 = 6y, on a
z = zg = Rcosfy = cste

et on obtient un cercle dans le plan horizontal z = 2¢ : c’est un paralléle. Si 0y = 7,
c’est ’équateur.
e Si l'on fixe ¢ = g, on obtient un cercle dans le plan vertical d’équation
sin(po) - ¢ — cos(pg) - y = 0 : c’est un méridien.

8.3.2 Calcul de l’aire d’une surface

Soit D € R? et I' : D —» R? une surface définie par

x(u,v)
D(u,v) = y(u,v)
z(u,v)

En reprenant le calcul effectué pour le changement de variables (cf. §8.1.6), on obtient

dzfuduetgmfvdvavec

Ty Ly
r,= Yu et T, = Yo
Zu Zv

Alors

dS = ||[Ty x Ty|| dudv

et Daire de la surface vaut

Ag = // ITy x T'y|| dudv
(u,v)eD
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Relation importante :

T > To[* = [[Tul|* - [IT | sin® o = [[Tu]|* - [T (1 = cos® a) = |Tuf|* - [To[|* — (T 0 Tw)?

Exemple 8.11. Aire d’une zone sphérique :

x = Rcosysinf

r: y = Rsinpsinf p€[0,2n], 6 € [6,05]
z = Rcosf
On a
Ty —Rsinpsin 6 Ty Rcospcosf
Fo=1 vy, | = Rcospsinf et To=| yo | = Rsinpcos
2y 0 29 —Rsinf

ce qui donne
—R?cos psin? 6
I, xTyg=| —R’sinepsin®0
—R?sinf cos 6

et donc ||T', x Ty|| = R?*sind. Alors

dS = R*sinf dyp df

L’aire d’'une “bande sphérique“ comprise entre 6 et f5 est donc

2 92 92
S = / / R?sin(f) df dp = 2r - R* - / sinf df = 2rR*(cos ) — cos ) = 2R - h
0 01 01

ou h = Rcosfy — Rcos by = hauteur de la bande.

On retrouve : aire de la sphere = 47 R2.

8.3.3 Cas explicite z = f(z,y)

Si la surface est le graphe d’une fonction z = f(z,y) alors une paramétrisation évidente est
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1 0
Donc I'y, = 0 et I'y, = 1 ce qui donne
fu fo

~tu
1T Tl = | 2 |-vE+r

L’aire de la surface vaut donc

AS:// 1/1+f§+f2dxdy:// V1+ (Vf)? dxdy
(z,y)eD v (z,y)eD

ot (VF)2=VfeVf=Vf -VIf.

Rappel : longueur d’une courbe. L = / V1+ fl(x)?dx
zel

Exemple 8.12.
Calculer I'aire de la surface z = f(z,y) = 2y située a I'intérieur du cylindre (') : 22 +y? = 1.

{;r:i — dszmdxdy:\/mdxdy
=

Donc
S = V1+ 22+ 9?2 dedy = V1+p2p dpdy
24,2 (p,¥)
z2+y“<1 <1
o ' 2\1 1 2321 _ 27
= do | p(1+p¥)Edp=2r-(1+p%) ) = Tov2 1)
0 0 3 0 3
Application

Surface I'(u,v), (u,v) € D de masse surfacique p(z,y, z). Alors sa masse est M = // pds.
D

8.4 Intégrales dépendant d’un parametre

Considérons une fonction f(z,t) a 2 variables. Supposons que f(z,t) et fi(z,t) = %(m,t)
sont continues sur un rectangle D = {(x,t) |21 < z < x9, t; <t < ta}.
Posons

Plt) = / " t) da.
Alors
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Théoréme 8.13 (Théoreme 1). F(t) est dérivable (méme de classe C') et

F'(t) = /932 fe(x,t) dt.

On peut passer la dérivée a Uintérieur de lintégrale.
On généralise ce résultat au cas ou les bornes dépendent de t.

Théoréme 8.14 (Théoreme 2). Soit

x2(t)
Pt) = / UL

Supposons que f(x,t) et fi(x,t) sont continues en x ett et que x1(t) et xo(t) sont dérivables.

Alors
xz(t)

F(t) = F((xat).t) - 2() — F((xa(t).1) - 22 (8) + / fule ) de

z1(1)

Les théoremes 1 et 2 se généralisent pour les fonctions a plus de 2 variables et pour les
intégrales doubles ou triples.

Ces 2 théoremes restent valables pour les intégrales impropres

/If(:c,t) dx

( avec I = ]a; +oo| et/ou lim f(z,t) = +oo )
z—at
si ’on rajoute ces 2 hypotheses :
(I) il existe une fonction g(x) > 0 définie sur I avec |f(x,t)| < g(x) pour tout ¢ € [t1; 2]
et /g(w) dr < +o00;
I

(IT) il existe une fonction ¢ (z) > 0 définie sur I avec | fi(x,t)| < ¢ (x) pour tout t € [t1;t2]
et /w(x) dr < +o00.
I

Applications
1. Calcul de I,(t) = / e . sin(tz) dxr (a>0).

0 i

—_———
=f(z,t)

Remarquons d’abord que I,(0) = 0.

. . . . . sin(tz)
Intégrale impropre en +o0o mais pas en z = 0 car lim f(z,f) =1-lim ———— =+¢.
z—0 z—0 x

On a

1
fi(x, t) =e - o cos(tz) - x = e~ ** cos(tx).
Vérifions les hypotheses (I) et (II) :

@ [f(z, 1) <

e—OZJ?

dont l'intégrale sur [1; +o00[ converge;

(ID) |fe(x,t)] < e % et / e~ ** dx converge.
1
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Le théoreme 1 donne alors
o
Il (t) = / fi(x,t) dz
OOO

_ I.P.P 1 . —ax|® o
= e “cos(tr)dr = ———=(tsintz —acostz)e | = ——.
/0 (t) a2+t2( ) 0 a? + 12

En intégrant, on obtient

t
I,(t) = /aQOj_tzdt + C = arctan (a) +C.

Comme ,(0) = 0 on en déduit que C = 0 et donc finalement que

/ e sin(tz) dx = I,(t) = arctan (t>
0

xT «

2. Calcul de -
J:/ e ?.x-sinz dx.
0

On pose
I(t) = / sin(z) - e dx
0

pour t > € > 0.
Alors le théoreme 1 (les hypotheses (I) et (II) sont remplies) donne
I'(t) = / fi(x,t) doe = / sin(z) -e - (—x)de = J=-I(1).
0 0

Mais une intégration par parties donne

[o¢]
I(t) :/ sin(z) - e dx = [— #(tsinx + cosz)e " = 1 .
0 1412 o 1412
Donc I'(t) = —L. On en conclut que J = —I'(1) = 1
(1+¢2)2 2

Intégrale d’Euler
Par définition on pose
o0
I'(x) :/ t" et at
0

Ici, x est le parametre et ¢ la variable d’intégration.
Pour tout x > 0, I'intégrale converge.

Propriétés :
o0 ()
o I'(1) = / etdt=—et =1.
0 0
oo 00 0
o I'(x+1) 2/ 7 et oar M2 —tme_t’ + / z-t* e tdt = 2T (x)
0o 7 =~ 0 0
f gl \—;6—/
En particulier, si x =n € N, alors
I'n+1)=n-T'(n)=nn—-1)-I'n—-1)=---=n!-T'(1) =n!

On peut donc dire que la fonction I'(z) étend la factorielle & tout R.

1 * 1y 2 ® *
o F(§) = t7ze dt_= u e 2udu = 2 e " du= e " du = /.
0 y u 0

t=u? =0 -
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8.5 Intégrales curvilignes

On ne traitera ici que le cas de courbes dans R? mais les cas n = 2 ou n > 3 se déduisent
aisément. On considere une courbe (dérivable)

8.5.1 Intégration d’un champ scalaire

Soit f(x,v, ) une fonction réelle définie sur R®. On a envie de définir

Lf-ds.

Rappel :

ds = \/i2(t) )+ 22(t) dt = élément différentiel de longueur = ||¥(t)|| dt

On pose alors

/f ds —/ ) - 130 dt:/abf(x(t () - VE0) + 520 + 20) de

Interprétation physique : si f(z,y,z) est la masse par unité de longueur de la courbe 7,

alors / f - ds est la masse totale de la courbe.

8.5.2 Intégration d’un champ vectoriel

(t) Fi(z,y,2)
Soit y(t) = | y(t) | une courbe et ?(:c, y,2) = | Fa(z,y,z) | un champ vectoriel. Nous

Z(t) F3($,y,2)

L?.%:/ab?(y(t)).y(t) dt

ou e désigne le produit scalaire.

définissons

Interprétation physique : si ? est un champ de force et v la trajectoire d’un mobile, alors

[Fods

est le travail de F' le long de ~.

2 _
Exemple : Soit le champ de force F(x,y) = ( 252 —1—3 )
Calculer le travail de F' entre les points P(0,1) et Q(1,2)
(a) le long de la droite d passant par P et Q;

(b) le long de la parabole I' d’équation y = x2 4 1.
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Solution :
(a) Paramétrisation de d : y(t) = < t—lt—l > avec 0 <t < 1.
Alors

. 1
(1) = ( 1 )
et le champ de force sur v vaut
t2—(t+1) t2—t—1
FO@) =F(tt+1) = < (t+1)2+t > B ( 2 +3t + 1
et l'intégrale devient

/dFods—/OlF(y(t))of'y(t)dt—/ol ( ;2;;111).( 1) dt
1

_ 2 2 _ 23 21_§
—/O(t t—14t +3t+1)dt_[3t +t]0_3.

(b) Paramétrisation de la parabole I : v(t) = ( .2 j_ 1 ) avec 0 <t < 1.

i(t) = ( ;t)

2 —(t* +1) —1
F(y() = F(t, £ +1) = ( (2412 + 1) ) - ( t4+2t2+t+1>

et l'intégrale devient

/FFods:/OIF(V(t))o"y(t)dt:/ol(t4+2t;:_t+1 >.<21t> dt

1 6

t 2 1

:/ U 4 43+ 22+ 2 —1 dt = [§+t4+§t3+t2—t]0:2.
0

Alors

et

On constate que le travail de F' dépend du chemin parcouru. Ceci est vrai en général. Mais
si I est le gradient d’une fonction, alors le travail est indépendant du chemin parcouru.

Théoréme 8.15. Soit V : R — R un champ scalaire de classe C? et

Ve
F=vv=|v,
V.
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le gradient de V.
Soit v : I = [a,b] — R3 une courbe avec y(a) = P (point de départ) et v(b) = Q (point
d’arrivée). Alors

/? e Zo = V() - V(1(a)) = V]g - V.

Le travail de F' ne dépend pas du chemin parcouru mais uniquement du point de départ et
du point d’arrivée.

En particulier, sur une courbe fermée (P=Q), on a %VV . ds = 0.
DEMONSTRATION : !
Fedoe [ Fot) ety di— [ WV -5t di— v
/ | Fa®yeswa= [ 9o a - [Vao)
= V() = V(r(a)).

d
car la régle de composition donne $V(’y(t)) = VV(v(t)) - A(t). O

a

Définition 8.16. Le champ scalaire V est appelé potentiel et on dit que ? est un champ
conservatif lorsqu’il existe V avec F' = VV (et V de classe C?).

Comment savoir si un champ vectoriel donné est conservatif ou non ?

Supposons que F' = VV avec V de classe C? . Alors

Fl Vx
FE 1=V
F3 V.
Comme V est de classe C?, on doit avoir Ve = Vay s Vay = Vi et Vi = V. ce qui donne
OF: OF: OF: OF: OF: OF:
1 - 2, 223 gy L8 (CI)
y ox 0z oy 0z ox

C’est une condition nécessaire. Si F' ne satisfait pas (CI), il ne peut pas étre conservatif.

Le théoreme suivant affirme, que sur certains domaines D, (CI) est aussi une condition
suffisante :
D’abord une définition :

Définition 8.17 (Simplement connexe). Un domaine D C R3 ( C R?) est dit simplement

connexe

(1) si pour tout couple de points P,@Q € D il existe une courbe (continue) contenue dans
D et reliant P et Q.;

(2) et si toute courbe fermée contenue dans D peut se contracter en un seul point sans
sortir de D (il n’y a pas de "trous” dans D).
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Théoréme 8.18. Soit D C R? un ouvert simplement connexe et F : D — R3 un champ
vectoriel tel que la condition (CI) soit satisfaite.
Alors il existe un potentiel V : D — R telle que

VV =F.

Remarque : le théoréme est aussi vrai dans le plan : il suffit de remplacer la condition (CI)

par
ory 0k
oy Oz’

DEMONSTRATION :

On utilise les résultats sur les intégrales avec parametres.

(i) On suppose d’abord que D est un parallélépipede rectangle (ou un rectangle si on est

dans R?).

Choisissons un point (xo, yo, 20) € D et pour tout (z,y, z) € D, posons

T y z
V(I‘,y, Z) = / Fl(gay()vzo) d& +/ FQ(mana ZO) d77+/ Fg(l',y,C) dC

0 Yo 20

Alors
oV Y OF, Z 0F;3
Vm(xvyuz):(mayaz>:F1(x7y07ZO)+/ 7('/1;777720) d77+/ 7(1.7:[/7() dC
Ox v O 2 0T
B Y OF; Z 0
= A+ [ G dis [ G0

= F1(z,y0,20) + [F1(513,77720)]zo + [Fi(z,y, C)EO
= Fl(x7y07z0) + Fl(xﬁya Z()) - Fl(xay():z(]) + Fl(xasz) - Fl(xvyvz())
= Fl(%y’ Z)

De méme on calcule que Vy(z,y,2) = Fa(z,y,2) et V.(x,y,2) = F3(x,y, 2) ce qui montre
que

VV = F.

(ii) Si D n’est pas un parallélépipede rectangle, on integre de proche en proche.
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Contre-exemple : I’hypothese D simplement connexe est essentielle.
Considérons le champ vectoriel
1 _
2 + 32 x

0F; y? — a2 ‘ 0Fy y? — 22 oFy
= e = - .
oy (22 +y?)? oz (22 +y2)? Oy
Mais F' n’est pas continu en (0,0). Et donc le domaine D n’est pas simplement connexe.
Intégrons ce champ vectoriel le long d’un cercle centré a l’origine et de rayon 1 :

’y(t)—(COSt> 0<t<2r

sint

On a

et

F( (t))ofs— QW; —sint ) [ —sind dt = 27r1dt—27r
o K ~ Jo sin®+4cos?t \ cost cost o o

Si le théoreme s’appliquait, on devrait trouver 0.
En revanche, si on prend une courbe fermée v ne contenant pas le point (0,0) alors on

aura bien /Fo% =0.
v
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